Exercice 2. Soit {2 un ensemble fini ou dénombrable et soit [P une mesure de probabilité
quelconque sur £2. On fixe deux événements A et B.

1. Supposons que P(A) = g et P(B) = %, montrer que % <P(ANB) < % Exhiber des

exemples qui montrent que les deux bornes peuvent étre atteintes.

2. Montrer que si AU B = 2, alors

P(AN B) = P(A)P(B) — P(A°)P(B°).

Exercice 3 (CONDITIONNEMENT). L’exercice suivant est trés classique et a de nombreuses
variantes. Il illustre 1'utilité d’une formulation mathématique rigoureuse pour éviter des piéges
et des paradoxes dus a des raisonnements spécieux.

Une famille a deux enfants. On suppose les 4 configurations (wy,ws) avec w; le sexe du iéme
enfant équiprobables.

1. Montrer que la probabilité pour que les deux enfants soient des filles sachant que le plus
jeune enfant est une fille vaut %

2. Montrer que la probabilité pour que les deux enfants soient des filles sachant que ’enfant
plus agé est une fille vaut %

3. Montrer que la probabilité pour que les deux enfants soient des filles sachant que I'un
des enfants est une fille vaut l;

2 Borel-Cantelli

Exercice 4 (LIMITE SUPERIEURE D’ENSEMBLES). Soit (Ay),>1 une suite d’événements.

1. Que représentent les événements

respectivement 7 Le premier est noté limsup,, ., An.
2. Si l'espace (2 est R, donner limsup,,_, .. A, dans les trois cas suivants :
(a) Ap =[-1/n,3+ 1/n],
(b) An=[-2— (1", 2+ (-1)"],
(¢) Ay = puN, o0 (pp)n>1 est la suite ordonnée des nombres premiers et p,N =
{0, pn, 2pn, ...} est I'ensemble des multiples de p,.
3. Comparer les événements lim sup,, , (A, UB,) et limsup,, .. (A, NB,) respectivement

avec limsup,,_, ., A, et limsup,,_, . By.
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Exercice 5 (RETOURS EN ZERO D'UNE MARCHE ALEATOIRE). Soit p € ]0, 1] et soit (Xp)n>1
une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi donnée par :

P(X;=1)=p et P(X;=-1)=1-p.

On note S, = X1 4+ ---+ X,,, n > 1. Montrer que si p # % alors avec probabilité 1 la suite
(Sn)n>1 ne prend la valeur 0 qu'un nombre fini de fois. Peut-on conclure aussi facilement
lorsque p = .1 ?

On pourra fano appel a la formule de Stirling : n! ~ v/2mn (n/e)™ lorsque n — oo.
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Exercice 7 (LOI GEOMETRIQUE). On modélise le jeu de pile ou face par une suite (X,),~,
de variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli de paramétre p € ]0, 1[, en codant 1
pour succeés (pile) et 0 pour échec (face) : P(X; =1)=1-P(X; =0) = p.

1. On pose 77 = inf{n > 1: X,, = 1}. Que représente la variable aléatoire 17, qu’elle est
sa loi, sa moyenne, sa variance ?

2. Soit k > 2; on s’intéresse a la variable T} définie par Tj, = inf{n >1:3""  X; =k}
représentant l'instant ol le joueur réalise son kéme succés. Déterminer la loi de T.

3. Posons Ty = 0 et Ay = Ty — T pour k > 1. Montrer que les variables aléatoires Ay
sont indépendantes et de méme loi.
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