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Chapitre 1

Modeles discrets
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Mots clésl.1 Absence d’opportunité d’arbitrage, probabilité risque neutre, portefeuille autofinancé, prix d’une
option européenne.

1.1 Quelgues définitions

Marché liquide :ontrouve des acheteurs et des vendeurs pour tous lesthctifarché quelle que soit la quantité
de ces actifs.

Absence d'opportunité d'arbitrage (AOA) : on ne peut gagner a coup sdr de I'argent partant d’'une sehes
initiale nulle. Notion indépendante du modéle.

Contrat a terme : contrat qui impose I'échange de biens a une date ultéréelasignature suivant un prix fixé
par le contrat.

Option : contrat donnant le droit (et pas I'obligation) au détentBacheter un actif a un prik fixé par le contrat
(ce prix est appelé prix d’exercice ou strike) a une ou plusielates possibles fixées par le contrat, on dit
alors qu’on exerce 'option. Lorsque la date d’exerciceuestjue, on parle d’option européenne. Si la date
d’exercice est quelconque entre deux dates fixes donnépssiema d'option américaine.
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8 CHAPITRE 1. MODELES DISCRETS

Call-Put : Un call est une option d’achat (i.e. une option donnanttdr@on détenteur d’acheter un actif sous-
jacent aux prix et dates fixés par le contrat). Réciproquéfegrut est une option de vente portant sur un
seul actif sous jacent.

Zero-coupon : Un zéro-coupon d'échéande est un produit financier versant 1 @n Son prix ent est noté
B(t,T). Son nom vient de ce que rien n’est versé avant la maturité.

Nous commencons par un résultat indépendant du modéleldti@rodes prix.

Théoréme 1.1.1. Parité Call-Put Considérons un Call et un Put européens de prix d'exerciciKle méme
actif de maturité T dans un marché liquide en AOA. Alors,

Vt<T, C(t)—P(t)=S({t)—KB(tT)

C(t) prixdu Call
avec{ P(t) prix du Put alinstantt.
S(t) prix de I'actif sous-jacent

DEMONSTRATION. Supposons qué(t) —P(t) > S(t) —KB(t, T) ou encore

cH-PH-SY _,

K
TR

Notons que a la maturit€, on aCt = (St — K)* etPr = (K — Sr)™ de sorte qu€r — Pr = Sy — K. En utilisant cette
formule dans la stratégie de portefeuille suivante :

Stratégie instantt instantT
Vente Call a I'instant —Ct —Cr
Achat Put a I'instant P Pr
Achat Actif a I'instantt S Sr
Achats zéros-coupons al'instan{ G — R —§ (G —-R—-5)/B(t,T)
Valeur (liquidative) 0 K+(G-R—-5)/B(t,T)>0

on obtiendrait une opportunité d’arbitrage... De la méngeriaon peut montrer que I'inégalité stricte en sens invetse —
P(t) —S(t))/B(t, T) + K < 0 est contradictoire avec I'’AQCA. [ |

Remarqud.1.1 Lidée de la preuve consiste simplement a construire une opportunité d’arbitrage en vendant les
produits les plus chers et en achetant les moins chers.

Remarquel.1.2 On pourra reprendre le méme type de preuve pour montrer que si deux portefeuilles ont les
mémes valeurs a un instant T alors elles ont méme valeur en tout temps intermédiaire 0 <t < T.

Remarquel.1.3 Les achats et les ventes a découvert sont possibles. Ce qui explique la valeur négative de la
vente du call par exemple. On peut voir une vente a découvert d'un actif donné comme une dette (puisqu’on vend
un produit qu’on n’a pas). Pour déterminer la valeur de cette dette, il suffit de voir la quantité d’argent nécessaire
pour liquider cette dette; ainsi a un instantt donné, la valeur de cette dette correspondra a acheter le produit sur
le marché (au prix G) puis a le donner. Sa valeur est donc —C;.

1.2 Formalisme des modeles discrets

Diverses notations et hypothéses
On se place sur I'espace probabiligg, 7,P) avecQ fini, ¥ = P(Q) et on consideére une filtratiofip =
{0,Q}C...CIN=F =2(Q). "

De plus, on suppose qifer € Q,P({w}) >0.0nnoteS, = | : | le vecteur des prix dé+ 1 actifs financiers.

S



1.2. FORMALISME DES MODELES DISCRETS 9

¢

On considére une stratégie de portefeuile= (gn)n>0= | : consistant & investir pour tout tempta

([ﬁ n>0

quantitég, dans le-eme actif. La valeur liquidative du portefeuille a I'insta est donné par le produit scalaire :
Va(@) =< ¢n; S > (1.1)

On supposera de plus dans toute la suite @u¢ est un processus prévisiblen(1 est 7n-mesurable efyp est
Fo-mesurable).

Actualisation

Par convention, I'actif O sera considéré comme un actif smosie placé a un taux fixe) = (1+r)" et
Bn = (S)~! sera appelé coefficient d’actualisation. Il sera souvems ppmmode dans la suite d’exprimer les
prix des actifs en prenant I'actif 0 pour numéraire. On pdeesad, = S/S, c’est le vecteur du prix des actifs
en prenant pous’ le numéraire de référence. On dit cﬁgest le prix de I'actifi actualisé et on remarquera que
Q = 1. On notera de mémé (@) = Vn(9)/S2. D’'une fagon générale, dans toute la suite on indiqueramptitde
le prix d’'un produit du marché en prenant I'actif O pour nuais.

Contrainte d’autofinancement

Parmi les stratégie§p) prévisibles, nous allons particulierement nous intéreaseelles qui consistent a
investir dans les actifs en utilisant la richesse donnédapaaleur actuelle du portefeuille. Plus précisément, on
aura la définition suivante

Définition 1.2.1  On dit qu’'une stratégie (@) est autofinangée ssi pour tout 0 < n < N,
<P SH>=< 1,5 >

Cette condition implique qu’on interdit les retraits et fggports d’'argent dans le portefeuille. La contrainte
d’autofinancement peut se traduire en une contrainte saéaivdu portefeuille.

Proposition 1.2.2. On a I'’équivalence entre les 3 propriétés suivantes :
i) (@) estune stratégie autofinancée.
i) Yne{1,...,N}, Va(®) =Vo(®) + 3_; < 0;;AS] >=Vo(@) + 3|1 PAS + ... + ¢AS].
i) Vne {1,...,N}, Va(@) =Vo(@) + 3_1 < 9;AS; >=Vo(@) + 3", @}AS + ... + ¢AS]
avecAS; = 5§ — §j_1.
Remarqudl.2.1 a) La contrainte d’autofinancement se traduit donc par le fait que V(@) a les deux expressions :
celle donnée en (1.1)et celle donnée en Prop 1.2.2 (ii).

b) Les deux expressions Prop 1.2.2(ii) et (iii) sont trés proches mais I’expre§sion (i) ne fait pas intervenir les
guantités investies dans l'actif sans risque (qﬂ) Ceci vient de ce que AS(J-’ = 0. Cette remarque technique
servira dans la preuve du Théoreme 1.3.2.

DEMONSTRATION. En écrivant la définition de,(9) =< @n; S, >, on obtient
Vi1 (@) —Vo (@) = [< i1 S — S > =< ;s S5 > — <y S >

et I'équivalence de (i) et (ii) en découle immédiatemenégdilivalence entre (i) et (iii) se fait de la méme maniere. [ |
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Marché viable

Nous avons besoin d'un certain nombre de définitions suppi¢aires.
Stratégie admissible : La stratégi€ @) est diteadmissiblessi elle est autofinancée et

vne{1,...,N}, Vn(p)>0.

Marché viable : Un marché seraiables’il n’existe pas de stratégie admissible de richesselgitiulle et don-
nant enN une richesse positive avec probabilité un et qui n’est pde puesque srement. Dans de tels
marchés, on dit qu’il n'y a pas d’opportunité d’arbitrage.

En gros, s'il n'y a pas d’opportunité d'arbitrage, cela vdire qu’on ne peut gagner a coup sir de I'argent en
partant d’'un capital nul. Le lemme suivant montre que slisexune opportunité d’arbitrage, le fait d'imposer une
valeur de portefeuille positive pour toute date intermigdigstratégie admissible) ou non n’est pas déterminant.

Lemme 1.2.3.1l existe une stratégiadmissibleg de richesse initiale nulle telle que a 'instant Ny ) > 0
P-p.s etP(Vn(@) > 0) > O ssi il existe une stratégie autofinanaén nécessairement admissiblede richesse
iniale nulle telle qu'a I'instant N, () > 0 P-p.s etP(Wn(Y) > 0) > 0.

DEMONSTRATION. La preuve est donnée en appendice, elle peut étre évitéaudarpremiéere lecture. [ |

Marché complet

Une option européenne peut étre représentée par sa malueittdine variable aléatoire positive et 7y-
mesurable représentant le bénéfice (ou payoff) de I'opticsglr’elle arrive a maturité, on dit aussi quest le
flux final de I'option. On noterd le payoff actualisé. Une option européenne de matiXigt de payofth est
simulablessi il existe une stratégie de portefeuille admissibletglie la valeur du portefeuille correspondant a
I'instant N soit égale & presque srement. On dit alors que cette stratégikquel’option européenngp) est
le portefeuille daéplicationde I'option européenne. Un marché estatitmpletssi toute option européenne est
simulable.

1.3 Probabilité risque-neutre

La probabilité risque-neutre qui est en général différeetia probabilité historique (celle régissant I'évolution
effective des prix observés sur le marché) permet de tradisement les notions de marchés viables et complets.
Avant de présenter ce théoréme, nous aurons besoin d’'uméidéfiextrémement importante en mathématiques
financieres : les martingales. Leur définition est ici en temiigcret ; il y a un équivalent en temps continu que
nous verrons dans le chapitre 4.

Définition 1.3.1 MARTINGALES, SOUS-MARTINGALES ET SUR-MARTINGALES- (M;) est une ¥ -martingale L; si
Mp est Fn-mesurable, E|Mp| < o et
Ve >k, Mg=EM;|%) (1.2)
Définition équivalente pour les sous et sur-martingales L1 ol le signe = dans (1.2) est remplacé
i) par < pour les sous-martingales
i) par > pour les sur-martingales.
Théoréme 1.3.2. i) Un marché est viable ssi il existe une probabilité < IP telle que les prix actualisés des

actifs soient des martingales. Cette probabilité sera appelégrobabilité risque neutre La relation <
signifie simplement que et P* sont absolument continues I'une par rapport a I'autre.

i) Un marché viable est complet ssi la probabilité risqueitte est unique.

On traduit ainsi les notions de viabilité et de complétudemarchés par I'existence et I'unicité de la proba-
bilité risque neutre.
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1.4 Calcul de la prime d’'une option européenne

Nous voyons dans le théoréme suivant comment cette praBalstjue-neutre permet d’écrire simplement le
prix (aussi appelé la prime) de I'option.

Proposition 1.4.1. Si le marché est viable, et si la stratégig réplique une option européenne alors la prime de
I'option est nécessairemeng) = E*[h].

Remarquel.4.1 La deuxiéme expression de la prime ne fait pas intervenir le portefeuille de couverture et ne
dépend donc que de I'expression du payoff et de la probabilité risque-neutre.

DEMONSTRATION.
SoitP la prime de I'option. Supposoris> V(@) alors, la stratégie donnée par le schéma suivant

Stratégie temps 0 temps N
Achat du portefeuille au temps 0 Vo (®) h
Vente de I'option au temps 0 —P —h
Acquisition zéros-coupons au temps 0P —Vo(¢) | (P—Vo(¢))/B(0,N)
Valeur 0 (P—Vo(®))/B(0,N)

serait une stratégie d’opportunité d’'arbitrage ce qui iedit la viabilité du marché. Linégalité en sens invePse V(o)
contredirait de méme la viabilité du marché en utilisantiatégie de portefeuillé—¢@), en achetant I'option et en plagant le
reste en zéros coupons. Les prix des actifs actualisésdgamhartingales, on a immédiatement que le prix des poitlefeu
(\7 (@) I'est aussi ce qui montre qug () =Vo(@) = E*(Vn(9)) = E*(N) ce qui conclut la preuve en utilisant a).

[ |

Remarquel.4.2 Dans le courant de cette preuve, on peut voir que les prix des actifs actualisés étant des
martingales, les prix des portefeuilles le sont aussi. C'est une propriété qui sera conservé en temps continu mais
moyennant une condition supplémentaire que nous verrons au chapitre 5.

1.5 Points essentiels du chapitre

a) Bien comprendre les notions d’absence d’opportunitébiiage, les raisonnements sur les stragé-
gies de portefeuille.

b) Lexistence et I'unicité d’'une probabilité risque neugst liée a I'AOA et aux stratégies de porge-
feuilles autofinancées.

c) Sous la probabilité risque neutre, le prix des actifsaidées mais aussi le prix des portefeuiles
autofinancés actualisés sont des martingales.

d) Cela permet de calculer facilement le prix d'une option.

1.6 Un peu d’histoire

Robert Merton. Source : wikipedia.

Robert C. Merton (né le 31 juillet 1944 a New York) est un égoiste américain, connu pour
avoir appliqué les mathématiques aléatoires en tempsxeof@ialcul d’'Itd) a I'économie, et surtout
a I'étude des marchés financiers. Il a recu avec Myron SchelBsix de la Banque de Suéde en
sciences économiques en mémoire d’Alfred Nobel en 1997 sayrarticipation a la découverte
du modele de Black et Scholes de valorisation des optioest lle fils du sociologue Robert King
Merton.

Il a obtenu son doctorat au MIT de Boston, ou il a été éleve dé Pamuelson; il a ensuite été
professeur au méme MIT et plus tard a I'université de Harvard
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Comme Myron Scholes, il a été dirigeant associé du hedgelfond Term Capital Management, depuis sa
fondation en 1994 a sa spectaculaire quasi-faillite ereseipte 1998.

Bien que le pére de Robert Merton ne soit pas lié aux mathgomegifinanciéres, nous mettons tout de méme
sa biographie ci-dessous...

Robert King Merton. Source : wikipedia

Robert King Merton, sociologue des américain né a Philddelen Pennsylvanie le 4 juillet 1910 et décédé a
New York le 23 février 2003. Etudiant & Harvard, il a été Rédéle Pitirim Sorokin et de Talcott Parsons.

Il est le fondateur de la sociologie des sciences. Il se giste avant les interactionnistes, et il est tenant d’'un
fonctionnalisme dit de "moyenne portée".

Il s’est rendu compte que les individus dans une sociét&agien fonction d’objectifs grace a des moyens.
Par exemple dans les années 50 aux Etats-Unis beaucoujvidlisdont comme objectif de s’enrichir mais
Merton constate que de nombreux individus n’ont pas les moge le faire (manque d’argent, d’éducation).

Il constate que ces individus vont alors utiliser des moyiédgaux pour atteindre le but de I'enrichissement
personnel; il les appelle innovateurs méme si ceux-ci smmsidérés comme des criminels. Il a refusé la connota-
tion morale pour mettre en avant ces individus. En les vedmit, il déplace le probleme de la criminalité. L'origine
du probléme se trouve dans la vie sociale, exemple aux Btats¥enrichissement personnel avec des moyens
différents selon les individus.

Il est a I'origine de la notion de dysfonction sociale, laredes conséquences d’un fait social empéchent le
systeme de s’adapter et risquent de rendre difficile ou isiplesson maintien. Par exemple la criminalité urbaine
entraine des conséquences dysfonctionnelles (inséalgigéadation etc.).

1.A Appendice

1.A.1 Preuve du Lemme 1.2.3

DEMONSTRATION. =-. Il suffit de prendrap = @.

<. Choisissons une stratégie de portefeyiyg de richesse initiale nulle et telle qu'a I'instaxitVy () > 0 etP(Vn (W) >
0) > 0. Si{k > 0;P(W(y) < 0) > 0} = 0, alorsy est une stratégie admissible et on peut pgsery. Sinonn = sup{k >
0;P(Vk(p) < 0) > 0}. On choisit pour touj € {1,...,d},

@ = W 1{k > n}1{Vh(y) < O}.

Nous choisirons la premiere composa(q%)kzo de sorte que la condition d’autofinancement pour tout tekrgust respectée
< OGS >=< ®u1; S > en posant que la richesse initidlg(¢) est nulle. Il est clair quég) est bien une stratégie de
portefeuille (p est clairement un processus prévisible) qui de plus esfinat@ée. Enfin, nous avons clairement

() = k§ < Qg > k§ GO+ + D = Nin(w) —Vn(W)]1{m > n}1(% (W) < O}
—1 1

qui est toujours positif puisquén(y) > 0 pourm > n. Donc @ est une stratégie admissible. De plus, on a, par I'égalité
précédente em= N, I'implication
Vh(P) <0=Wn(p) >0

Ce qui montre alors qui(Vy (@) > 0) > P(Vq(P) < 0) > 0. Ce qui achéve la preuve. [ |

1.A.2 Preuve du Théoréeme 1.3.2

Preuve de a)
< Si (@) est une stratégie d'arbitrage de richesse initiale nulsaen utilisant que/y(@) est unelP*-
martingale,

0=Vo() = E*(V(9))
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donc on ne peut avoir quéy (@) est positif presque sirement et strictement positif avebatilité strictement
positive. Donc le marché est viable.

ot

=. Soit | : | un processus preévisible quelconque. Choisissons le mosad) de sorte que la condition

¢

d’autofinancement avec une richesse initi&&p) = 0 soit respectée. On a alors
n
Vn(@) = ¥ GAS+ .+ oS! (1.3)
K=1

Alors, posongd = {Vi(); (@) est un processus autofinanc&gttp) = 0}. En notant que toute variable aléatoire
Fn-mesurable sur I'espad® fini peut étre représentée par un vecteufRif&, on a queH est un sous espace
vectoriel deR/?! différent deR!! puisque d’intersection vide avec les v.a. positives nofesyar viabilité du
marché. De plus, en notalit= {X € RI®l/X(w) > 0,5 ,c0 X(w) = 1}, K est un convexe compactidtun sous
espace vectoriel d’'intersection vide awegil existe donc un vecteurtel que

SoU(w)y(w)=0siyeH
Y oU(w)y(w) > 0siye K

La deuxiéeme inégalité montre qife € Q, u(w) > 0 doncP* défini parP* ({w}) = u(wW)/ (S weq U(w)) est bien
une probabilité qui de plus est équivalent. e plus, la premiere égalité montre que

B Lﬁl@mg NS,

Ce qui prouve en choisissant judicieusementgsque(S,) est unef,-martingale associéel .

Preuve de b)=-. Soit un marché viable et complet. S'il existe deux prob&sP; etP; telles que les prix des
actifs pour ces deux probabilités soient des martingales apouri € 1,2 et pour tout fonctiom Fy-mesurable,
et choisissang la stratégie autofinancée répliquant I’option européemtud finalh et de maturitdN, on a

Eilh/SN = EiVn(9)] = EiNo(@)] = Vo(9)

Ainsi en choisissartt une fonction quelconquﬁq—mesurable, il vient quB, = P».
<. Soit un marché viable telle que sous une certaine prob&Bijlies prix des actifs soient des martingales.
Alors, notonsH le sous espace défini dans la preuve de i). C’est un sous eapetioeiel dont on a vu qu’on peut
exhiber un vecteun satisfaisant
Z u(w =0siyeH

avec tous les coefficients destrictement positifs. Montrons que est un hyperplan d&/?. Supposons en
effet que ce ne soit pas le cas, il existerait aloidans 'orthogonal déd tel que(u,v) est une famille libre,
alors, il est clair qu’en choisissaotsuffisamment petitil + av devient un vecteur orthogonalkh dont les co-
efficients sontous strictement positifon construirait ainsi une probabili®&* ({w}) ~ (u(w) + av(w)) risque
neutre pour les prix des actifs. Donc, par I'absurdegst bien un hyperplan. De plud, ne contenant pas de

1 1
v.a. positive, le vecteuy : | de RI®l n'est pas dan#i. Cela implique qued ®R | : | = RI?. Ce qui im-
1 1
1
pligueH®R [ : | = {V+ 3N, @AS +... + AT (¢h,...,¢) prévisible el € R quelconqué. Si mainte-
1

nanth est #y-mesurable positif, on en déduit une stratégie de portdeaadmissible qui répliqul a I'instantN.
Cette stratégie est clairement admissible puisque parigtéple martingale, on a pour tau& N,

Vn((p) (VN|7n E*(h|7n) >0
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Chapitre 2

Le modele de Cox, Ross et Rubinstein

Sommaire
2.1 Descriptiondumodele . . . . . . ... e e 15
2.2 Absence d'Opportunité d’'arbitrage . . . . . . ... ... ... .. 16
2.3 Formule de Black Scholes par I'approximation pararbres. . . . . ... ... ... ..... 17
24 Unpeudhistoire. . . . . . . . e 17

John Carrington CoxSource : wikipedia. . . . . . . . v oo 17

Mots clés2.1  Modeéle discret, méthodes par arbre, absence d’opportunité d’arbitrage.

Nous considérons dans ce chapitre un modéle de marchérngle sivec deux actifs, un actif sans risque et un
actif risqué. Cette modélisation connue sous le nom de Cass Bt Rubinstein aura le double avantage d'illustrer
les résultats obtenus dans le chapitre précédent et diinteaux résultats en temps continu par un passage a la
limite dans le modéle discret d’arbre. Notamment, les fdemde Black Scholes donnant le prix des call et put
européens dans un modéle d’'évolution des prix trés simptssebtenus dans ce chapitre (sans passer par le
calcul stochastique).

2.1 Description du modéle

On considere un marché avec deux actifs :
Actif sans risque : L'actif sans risque a pour prig = (1+r)" & l'instantn.
Actif risqué : Lactif risqué a pour prix§} = S, a l'instantn.

On considére qu’a l'instant+ 1, I'actif peut prendre les deux valeurs possit8gs; = Si(1+a) ou Sy =
Si(1+b) aveca < b. On pose alors

T, = Sni €{l+al+b} avec—1<a<bhb
1

On supposera de plus que le prix initial de I'actif risiéest connu. On pose alofs= {1+a,1+b}N, F =
P(Q), Fn=0(Sy,...,S) = 0(T1,..., Tn). N représentera un horizon de temps fixé, c’est a dire typigoetae
maturité de I'option européenne.

15
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S(1+D)

S(1+a)

2.2 Absence d’'Opportunité d’arbitrage

Proposition 2.2.1. 11 y a AOA (Absence d’Opportunité d’arbitrage) sskfa, b.

On sait qu'il y a opportunité d'arbitrage ssi il existe unelpabilité risque neutre. Voir Théoréme 1.3.2.
Nous nous contentons ici de voir comment établir ces résulia maniére trés simple dans le cadre des arbres
bindmiaux.

DEMONSTRATION. Nous allons montrer simplement que I'’AOA implique nécessaent que €]a,b[. Supposons < &, i.e.
1+r < 1+aalors la stratégie de portefeuille suivante

Stratégie t=0 t=N
Achat d’'une action al'instantd & N=% ﬂ:\l:hTi
Banque -S —S(1+r)
Valeur du portefeuille 0 | ST -@+n™

impliquerait I'existence d’une opportunité d’arbitrageiisque Ha < T; < 1+b). D’une fagon plus générale, par des raison-
nements analogues, on voit qu’une opportunité d’arbitssgeit possible ssi¢]a, b|. |
Reprenons maintenant dans ce cadre la construction delalglité risque neutre obtenue dans la preuve du

Théoreme 1.3.2. Pour simplifier, plagons nous dans le ca$-ell. Toute stratégie de portefeuilfe= (x}éj)

partant de richesse initiale nulle aura a l'instant 1 unewa¥; (@) = —x(1+r) 4+ xT1. Reprenons la démarche
de la preuve du Théoréme 1.3.2;; étant une variable aléatoire pouvant prendre les valewra &t 1+ b, on

considére le vecteu{rvl((p)“l”a] = {:Eii 3 i 113} = [—r * a} . La probabilité risque-neutre est donc

V()11 —r+b

P orthogonal &1 (@) pour toute stratégie partant d’une richesse initiale nulle. Nous avons

1-p
alors la condition

de la forme

b—r
p@-r)+1-p(b-r)=0&p=—
Proposition 2.2.2. Il existe une unique probabilité risque neufeavecP* = PEN etP({1+a}) = p ssi($,) est
une( ¥ )-martingale pourP*.

DEMONSTRATION. =

Bl ) = 1B (Tl o) = 1o

S [p(1+a)+(1-p)(1+b) =&

<. E(Tn|Fn-1) = 1+4r. Dot (1+a)P(Th = 1+ a|Fn-1) + (1 + b)P(Th = 1+ b|Fn—1) = 1+ ce qui donneP(T, =
1+a|%,-1) = petde plus legT;) sont indépendantes. [ |
On remarquera ici que dans ce cas tres particulier, touth®ariable est donc complet.

Proposition 2.2.3. Soit G, (resp. p)) le prix d’un call (resp. put) européen d’échéance N au tempSlors
) o=@+ NN P BN s e b Tk,

i) ch—pPn=S—K(1+ I’)f(an)
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DEMONSTRATION. Le ii) est obtenu par relation de parité Call-put. Pour oistke i), il suffit de remarquer que
N
on=L+0N"NE [ (S [] T-K| |7
+

i=n+1
Proposition 2.2.4. Le call peut étre parfaitement couvert par une stratégie degfeuille comportant un seul
actif risqué en proportion

Ho = AN.S, 1) = c(n,x(1+ t)J()(L—_(;()n,x(1+ a))

2.3 Formule de Black Scholes par I'approximation par arbres

Proposition 2.3.1. FORMULE DE BLACK AND SCHOLES Si on fait tendre I'échéance N vers l'infini avec les

relations :
r—RT o 1+a7 o T o 1—i-b70 T
“N 9T T VN 9T T OV

Alors le prix du put et du call ont les limites suivantes

lim pyY = Ke RTA((—dp) — SOA((—dh)

N—o0
lim 5" = SA((dy) —Ke RTa((c)
avec log(x/K) -+ ( 2/2) d
_log(x/K) + (R+0%/2)T a . _ 1 —X2/2
dy = /T ;=0 —oVT; AN(d)= m[me dx

2.4 Un peu d’histoire

John Carrington Cox. Source : wikipedia.

John Carrington Cox is the Nomura Professor of Finance afffieSloan School of Mana-
gement. He is one of the world’s leading experts on optioastyrand one of the inventors of
the Cox-Ross-Rubinstein model for option pricing, as welb&the Cox-Ingersoll-Ross model
for interest rate dynamics.

A leading authority on corporate finance and finance theotyy ox has developed an in-
tertemporal financial model broad enough to include the damehtal underlying forces affecting
financial markets. Using this framework, he has devised aryhaf the term structure of interest
rates. His bond pricing model is widely used on Wall Streetthie field of contingent claims,
Cox has examined the foundations of option valuation. Hisggple of risk-neutral valuation has
become an essential feature of subsequent work on degsgativ

Cox has also developed a simple numerical scheme for valuimgrican options that is used by most firms
dealing in equity derivatives. For many years, his booki@sMarkets, has been a leading text in the field. In the
area of dynamic investment strategies, Cox has studied lestid manage a portfolio over time to meet specific
objectives. His work has also examined how the length of therpng horizon affects optimal behavior.
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Chapitre 3

Arrét optimal et options américaines
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Mots clés3.1  Enveloppe de Snell, probléme d’arrét optimal, option américaine.

3.1 Enveloppe de Snell et Pricing d’'une option américaine

On se place dans un espace probabik3&F ,P) et on considére une filtratiofo C ... C Fy = F. Rappelons
gu’une option américaine est une option pouvant s’exereéngorte quelle date entre I'instant de I'achat et un
instantN fixé par le contrat. Nous considérerons ici que les tempsigdesg’exercice sont les entiers entre 0 et
N. Outre les problemes concernant le pricing de I'optiondigladiu prix -ouprime- de I'option) et les problemes
de couverture (on cherche un portefeuille de réplicatiotigf#ion), nous aurons aussi ici a traiter le moment
"optimal" pour exercer I'option ce qui est une problémagiquuvelle par rapport aux options européennes.

Considérons une suil&,) 7 -adaptée telle qué, représente le profit que rapporterait I'exercice de 'aptio
américaine a l'instanh. Rappelons que le tilde sur une quantité a l'instanindique que cette quantité est
exprimée dans le numéraire associé a I'actif sans risquérséahtn. Posons

Oy = Zy;
. . - (3.1)
Un:maX(Zn,E(Un+1|g:n)) OS nS N—l

Dans le cas particulier olZn = f(n,Xy)) et (X,) est une chaine de Markov gF,) la filtration engendrée par
la chaine, alors la suitd, s’exprime aisément sous la forme :

Un = F(N,Xn);

19
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Proposition 3.1.1. (Un) est la plus petite surmartingale majora(rﬁn). On dit que(L]n) est I'enveloppe de Snell
associée 37y).

DEMONSTRATION. (Uy) est clairement une surmartingale majorédi). Soit maintenantVy,) est une surmartingale majorant
(Zn). On aVy > Zy = Uy. De plus, sMy+1 > Upy 1 alors

Vi > E(Vns1)|Fn) > E(Unya)|Fn)
et commevy > Zp, on tireVy, > Up. Ce qui achéve la preuve par récurrence descendante. ]

Théoréme 3.1.2.Supposong fini, 7o = {0,Q}, F = P(Q) etVw e Q,P({w}) > 0. Supposons de plus le marché
viable et complet, alorblg est la prime de I'option américaine (qlU,) est la suite définie par les relatiof(3.1)
avecE = E*, espérance sous la probabilité risque neutre).

DEMONSTRATION. Considérons une option américaine et posdnson prix actualisé a I'instamt Montrons qudJy, vérifie
les relations 3.1. On a clairemedt; = Zn. A Iinstant N — 1, le détenteur de I'option américaine aura le choix récempér
le bénéfice rapporté par I'exercice de I'option & l'insthht 1 & savoirZy_1 ou conserver |'option. S'il conserve I'option,
I'option américaine devient une option européenne de ritéiNrde payoffZy, sa valeur etN — 1 est donc par la Proposition
1.3.2,E*(Un|Fn—1)- Ainsi & l'instantN — 1, la valeur de I'option est donc mé&_1, E*(Un|Fn—1)). Puis, par une simple
récurrence descendante, on en déduitldsiest bien le prix de 'option & I'instant 0. |
Nous obtenons donc une expression du prix de I'option ami@ec Elle reste relativement inexplicite puisque
Uo apparait par une récurrence descendante et n'admet pasniidddermée. Nous allons maintenant donner
d'autres expressions déy. Nous commencerons d’abord par définir un probléme d’améitnal qui lui est
associé.

3.2 Le probléme de 'arrét optimal

Dans cette partie, on ne suppose @di. Par homogénéité des notations, nous conserverorestitié bien
gue cette partie concerne uniquement I'arrét optimal. loblgme de I'arrét optimal associé a une suite de v.a.
(Zn) F-adaptée consiste a trouver un temps d’arréatisfaisant

E(Zy|%o) = sup E(Z|%o)
TETQ,N
oUTonN estI'ensemble des temps d’'arrét a valeurs d@js..,N}. Au vu de cette définition, il n’est pas évident

a priori que le temps d'arrét optimal existe bien. Nous considérensé¢loppe de SnellU,) associée §Z,) et
nous établirons le théoréme suivant.

Théoréme 3.2.1.a) v est un temps d’arrét optimal ssi, = Z, et (Uyn) est une martingale.
b) le temps d’arrétn, défini par

Tmin = inf{n < N;Up = Z,} = inf{n < N; Z, > E[Un 1| %]}

est un temps d’arrét optimal. C'el plus petittemps d’arrét optimal.
¢) Uo = SUR e, E(Z| Fo).

On notera quemn peut aussi s'écrirgmp = inf{n < N,Zn > ]E(Un+1|?n). La partie a) fournit une condition
nécessaire et suffisante d’optimalité un peu plus explaite la définition du temps d’arrét optimal. La partie
b) donne un temps d’arrét optimal (non nécessairement ahidpja partie c) donne une écriture de la prime de
I'option américaine. On remarquera que le fait qug est le plus petit temps d’arrét optimal est immédiat a partir
de a).

Nous terminons cette partie en exprimant le plus grand tefiguedt optimal a I'aide de la décomposition de
Doob-Meyer. Suivant la décomposition de Dodb,) étant une surmartingale, il existe une martingalig) et
un processus prévisible croiss#At) tel queAg = 0 tel que

Un = My — A,. (» DECOMPOSITIONDOOB-MEYER)
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Posons

N SiAN =0
) inf{n< N,An 1 £ 0} sinon

On remarquera que pour toit> Tmax, An > Aract1 > 0 et donc
vn>Tmax, L]n: Mn_An< |\7|n (32)

Un calcul simple montre quén — E[Un; 1| Fn] = Ant 1 — An. DONC, Tmax = inf{n < N,Uy — E[Up, 1| %] > 0}. Ce
qui montre en utilisant la définition d4,, donnée en (3.1) que

Tmax = iINf{n < N,Zn > E[Un+1|7n]}
Théoréme 3.2.2.1max €stle plus grandtemps d’arrét optimal.

On notera bien quenin < Tmax P — p.S. sans gqu'il y ait nécessairement égalité. Par contre, ungetigorét
T compris presque slrement entfg, et Tmax N'est pas nécessairement optimal. Néanmoins, dans dé gas
Mzan (en effet puisque < Tmax, On a pour touh < 1, A, = 0 doncU,, = M, ce qui s’écrit finalementyn = Mian)
qui est donc une martingale (on utilise en fait la propriété gi(Mp) est une martingale etun temps d’arrét,
alors,(Mran) est une martingale). En vertu du théoréme 3.2.1(a), il sidfiic de vérifier quel; = Z; pour quet
soit optimal.

Remarque8.2.1 SiT est un temps d'arrét telle que UT = ZT et T < Tmax alors, T est un temps d’arrét optimal.

3.3 Approche duale

On trouvera dans la littérature une approche primale-dudldonne encore une autre expression piuOn
considere que I'approche primale consiste a étudier éineent le probleme de I'arrét optimal. L'approche duale
est la suivante : Pour toute surmartingdleon pose :

F(t,V)=E(supZ; —Vi| k) +V

TET N

et on montre que iRfF (0,V) otV décrit 'ensemble des surmartingales vaut exactetdgrtous I'écrivons plus
précisément dans le théoréme suivant :

Théoreme 3.3.1.
Uo = inf{F(0,V);V est unef -surmartingalé

DEMONSTRATION. PosonsW = inf{F(0,V);V est unef -surmartingal¢ et montrons quéV = Uop. Comme(Uy) est une
surmartingale ex; < U, on voit clairement que

F(0,U) = E( sup Z; —Uz| %) +Uo < Ug

TEToN
doncW < Ug. De plus, pour toute surmartingale en notant un temps d’arrét optimal,
U = E(Z| Fo) < E(Zr —Vk| Fo) +Vo < F(O,V)

D’ou Upg <W. La preuve est achevée. [ |

3.4 Couverture et exercice pour les options américaines

On se replace sous les hypothéses du Théoreme 3.1.2.
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3.4.1 Couverture de I'option américaine

Une stratégie de couverture pour I'organisme émettantibappméricaine peut étre la suivante : spila
stratégie de portefeuille autofinancée répliqudnta l'instantN ol (My) est la martingale apparaissant dans la
décomposition de Doob Meyer déy). Une telle stratégie existe par hypothése de complétudeatci@ puisque
My estZn-mesurable. On a donc 5 5

Wn (@) =My

Comme(Wn (@) et (My) sont desF -martingales pour la probabilité, on en tire que pour tout < N
Vn((p) = E*(\N/N((P)w—n) = E*(MN|Tn) = Mn > U, > Z,

De plusUg = Vo(¢) ainsi le vendeur de I'option peut se couvrir parfaitemensgue pour chaque instant d’exer-
cice son portefeuille lui rapporte une quantité d’argéitp) = My, qui est plus grande qu&,.

3.4.2 Exercice de I'option américaine

Nous allons maintenant lier I'instant d’exercice de I'gptaméricaine aux temps d’arrét optimaux. Plus préci-
sément, nous allons montrer que le détenteur de I'optiotéaéna exercer son option en un temps d’arrét optimal
selon la définition donnée dans le paragraphe précédent.

Proposition 3.4.1. Si 1 le temps d'arrét correspondant a I'exercice de I'optionoi T est un temps d’arrét
optimal.

DEMONSTRATION. Nous allons prouver successivement :

UT = Zh
(Uran) est unef -martingale pouf®™,

ce qui permettra ensuite d’appliquer le Théoréme 3.2.S@posons qu'a I'instamt, Up, > Zn,. Si I'acheteur exerce I'option
a linstantn alors il perdrait un produit de valel, pour ne récupérer qu'un bénéfice Zle< Uy,. Ce qui constitue une perte
du point de vue de I'acheteur. Donc, nécessairerdenrt Z;.

Maintenant, supposons que I'exercice de I'option a lieu @stantt > Tmax. Alors I'exercice de son option a l'instant
T > Tmax lUi rapporterait une richessé < U; < My = V¢ (¢) (ol I'inégalité stricte vient de (3.2)) alors qu'il auraiti ge
construire une richessé(cp) en vendant son option a l'instangax au prix Utmax, puis, s’étant constitué le portefeuilige
de prix\7rmax((p) = OTmax il suivrait a partir de cet instant la stratégpece qui lui rapporterait donc a l'instantune richesse
\7T(<p) > 7:.Ce qui montre que < Tmax. D’oU Uran = Myan qui est donc ungr -martingale poui*. [ |

3.5 Options américaines et européennes

Nous terminons cette section par quelques propriétés a@mpdes options américaines et européennes.

Théoréme 3.5.1.Soient
— Anlavaleur a I'instant n d’'une option américaine associée & snite 4,
— E, la valeur a I'instant n d’'une option européenne de maturitéef\rapportant a la maturité g, ¥n-
mesurable.
Alors on a les deux propriétés suivantes :

a) vnSNIA"lZEn'
b) sivn<N, E, > ZyalorsVn< N, A, = E,

DEMONSTRATION. (,&n) étant unef -surmartingale pouP*,
An > E(An|#n) = E(En| %n) = En

D'ou a). La preuve de b) est immédiate en remarquant(By serait donc une martingale donc une surmartingale majorant
Zn et en appliquant Prop 3.1.1. |
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Exemple: Un call européen a méme valeur que le call américain sur teavaxtif. En effet, notons, Te prix
actualisé du call européen a l'instamion a alors :
")

o

e K

> E'&IR) -
~ K

Z S @

Et commex — x* est croissant, il vient qu&, > Z,, ce qui par le théoréme précédent montre que les prix des call

européens et américains sont les mémes.

3.6 Points essentiels du chapitre

a) Nous avonsidentifié plusieurs expressions différentgsid de I'option américaine. Certaines s
des sup sur des temps d’arrét, certaines sont des inf sundearsingales. Ceci pourra conduir
des méthodes numeériques pour estimer la prime de 'optidareme de borne supérieure et borfe
inférieure.

b) Nous avons montré que lI'organisme émettant des optiogsieaimes pouvait se couvrir parfait@-
ment avec un portefeuille dont la valeur & chaque instamespond au terme martingale danga
décomposition de Doob-Meyer du prix de I'option.

c) Nous avons montré que l'instant d’exercice de I'optiomplacheteur devait correspondre a gn
temps d’arrét optimal.

d) Les temps d’'arréts optimaux sont compris ertg et Tmax. Ces temps d’arréts ont plusiey
expressions différentes, entre autres, elles peuventrgéc

avec la convention que ces temps d’arrét valest ces inf portent sur des ensembles vides.

3.7 Un peu d’histoire

Louis Bachelier (1870-1946)Source : wikipedia.

Louis Bachelier, né au Havre le 11 mars 1870 et mort a SairntaBesur-Mer le 26 avril
1946, est un mathématicien francais.

Il est aujourd’hui considéré comme un précurseur de la théooderne des probabilités et
comme le fondateur des mathématiques financiéres. Danéssittitulée Théorie de la spécu-
lation, soutenue le 29 mars 1900, il a introduit I'utiligatien finance du mouvement brownien
(découvert par Brown, biologiste), qui est a la base de Ipgrhides modéles de prix en finance,
notamment la formule de Black-Scholes (1973).

Ses travaux n’ont pas connu une grande diffusion de son tviBemoit Mandelbrot, mathé-
maticien (né en 1924), a été I'un des premiers a rappelarifetdmment les annexes de son livre
Les Objets fractals ) le role de pionnier de Bachelier dasptebabilités et les mathématiques

financiéres.

Son aieul, Louis Bachelier (Nantes, 1797 - Bordeaux, 188&)¢cat et sous-préfet, a publié en 1862 une

Histoire du commerce de Bordeaux depuis les temps les plulsjusqu’a nos jours qui fait de lui un économiste
référencé dans de nombreuses publications savantes v@adlica ou sur Google Books la reproduction de ce
livre).
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Appendice
3.A Preuve du Théoreme 3.2.1

Ce théoréme est obtenu a partir des trois propositionsrsi@ggaue nous démontrons successivement.

Proposition 3.A.1. Tmin = inf{n;U, = Z,} estun temps d'arrét tel quédy = Z;_. et (U, An) €St Une martin-

gale .

min
Intuitivement, comm&J, = max(Z,, E(Uy 1)| %»), on sent bien quéJ,) se comporte comme une martingale
avant I'instanttyin. La proposition suivante donne une premiéere caractésisdis temps d’arréts optimaux.

Proposition 3.A.2. Siv est un temps d’arrét tel qué, = Z, et (Uy.n) est une martingale alors
a) v est un temps d’'arrét optimal.
b) Uo = SURcry , E(Ze| Fo).

Ces deux propositions montrent qiag, est un temps d’arrét optimal et assure de plus I'égdljté SURcryy E(Z:| Fo).
Cette derniére égalité va nous permettre d’obtenir la réqipe de la proposition 3.A.2.

Proposition 3.A.3. Siv est un temps d’arrét optimal alots, = 7, et (Uv/\n) est une martingale.

Passons maintenant aux preuves successives de ces pomgosit
DEMONSTRATION. (Proposition 3.A.1) On a clairemedt,,, = Z¢,,,- De plus,

E(Ur,nn41) = Urpna(m) | Fn) = E(Ltyy>n+1(Unsa — Un)[ Fn) = E [11,, 501Ut — E(Unsa| Fn)) | Fn] =0

Ce qui montre bien qu@JTmInA )) est unef -martingale. [ |
DEMONSTRATION. (Proposmon 3.A.2) Soit un temps d'arrét a valeur dags,...,N}. En utilisant queUyan) étant une
martingale e{Uran) étant une surmartingale (cAlin) est une surmartingale eun temps d'arrét) :

Uo = Uyno = E(Uvan|Fo) = E(Uy| Fo) = E(Zy| Fo)
Uo = Urpo > E(Uran| Fo0) = E(Ur| Fo) > E(Zi| Fo)

Dot Up = E(Zy| Fo) = SURcr, , E(Zt| Fo). La preuve est achevée. [
DEMONSTRATION. (Proposition 3.A.3). Si est optimal alors(Uyn) étant une surmartingale,

E(Zy| o) =Uo =Uyno > E(Uyan| Fo) = E(Uy| Fo)
DoncIE( Zv|fo) <0etl, > 27, par définition de la suitéJp) d’ou U,=7,.0na
Uyro = Uo = E(Zy| Fo) = E(Uy| o) = E(Uvan|F0)

Comme(llmn) est une surmartingale, I'égalité précédente n’est passijie si(UVAn) est une martingale. |

3.B Preuve de Théoreme 3.2.2

DEMONSTRATION. (Théoréme 3.2.2). Pour montrer I'optimalité dgax, nous allons utiliser le Théoréme 3.2.1 a). Notons
tout d’abord quéJy,, An = My, ,An €St Une martingale cgMy) I'est. Montrons maintenant quéy, . = Zr,,,. Plagcons nous
sur I'évenementmax < N. Notons alors que sur cet événement,

max

Uj = max(Zj,E(Jj41] %)) = maxZj,M;j — A1) = max(Zj,Uj +Aj —Aj.1)

En utilisant queA;,,, — Ay,.+1 < 0, on en tire qudJy,, = Zy,... Soitv un temps d’arrét optimal. Alors, par le théoréme
3.2.1(a),(Uyan) est une martingale et comni®lyn) I'est aussi, on en déduit qyéwan) I'est aussi. Donc

0=Ap=E(Ain) =E(A))

(A) étant un processus croissant, on en déduitAyue 0 p.s. et par suite < Tmax |
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4.1 Geénéralités sur les processus a temps continu

4.1.1 Quelques définitions
On se donnéQ, 4,P) un espace de probabilité : i.4.est une tribu suf et une probabilité sufQ, 4).

Filtration: F = (%) est unefiltration ssi F est une famille croissante (i.¢; C % pourt <t’) de sous tribus
de 4.

Processus temps continu : (X;) est unprocessus a temps contietia valeurs dan&, £) ssi pour tout > 0, X
estune v.a(Q,4,P) — (E, E).

25
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. . JRTxQ—E
Processus progressivement mesurable (%) estprogressivement mesuralssi X estB(RT)®
(t, W) = X (w)

A-mesurable.
Processus adapté : Si ¥ est une filtration(X%;) est ¥ -adaptési pout toutt, X; estf-mesurable.

Filtration naturelle :  F = (/) est la filtration naturelleassociée au process§) ssi

Ffi=0(Xs,s<t)V{Aec 4,P(A) =0}.

Temps d’'arrét: T estun¥ - temps d'arréssit est une v.a. darmSU {eo} etvt > 0, {1 <t} € *.
Tribu associée a un temps d’'arrét : Sit est un temps d’arrét,

F={Ae vt >0, An{t<t}e %}

Martingales, sous-martingales et sur-martingales(M;) est unef -martingalel; si elle estf -adaptéE|M;| <
o et
Définition équivalente pour lesous et sur-martingalds, ou le signe= dans (4.1) est remplacé
i) par < pour les sous-martingales
i) par > pour les sur-martingales.

En particulier, pour les martingal&M; ) = E(Mp) est une constante... propriété qu’on utilisera souvent par
la suite.

Dans tout ce chapitre, tous les process€isa temps continu que nous considérerons seront progressitem
mesurables. Cela permettra entre autres de considérevéiesndents s'exprimant a I'aide de toute la trajectoire
Xs du processus...

4.2 Quelques résultats sur les temps d’arrét

L'essentiel des propriétés élémentaires que nous ublisesur les temps d’arrét se résume a cette proposition
gue nous admettrons :
Proposition 4.2.1. i) Sit estun temps d’arrét, est #;.-mesurable.
i) Sitestuntemps d'arrét filP-p.s. et X -adapté alors XestF-mesurable.
ii) SiTett sontdeuxtemps d'arrét tels que< U P-p.s., alors#; C F.

iv) Sit etT’ sont deux temps d'arrét, alors A T’ I'est aussi. En particulier pour tout T déterministe) T est
un temps d'arrét.

4.3 Le mouvement brownien

Dans toute la suitef = (¥s) désignera une filtration sui.

Définition 4.3.1  Le processus a valeurs réelles (W) est un ¥ -mouvement brownien ssi (W) est un processus
a trajectoires continues dont les accroissement sont indépendants W —Ws est indépendant de s pour tout S < t)
et stationnaires (W —W; a méme loi que W_s—Wp pour tout s<'t).

Remarquet.3.1  On peut montrer que si (W )i>o est un F-mouvement brownien alors

Pour tout s> 0, (Ws — Ws)i>0 est un (Fi+s)t>0-mouvement brownien indépendant de 7.



4.4, MARTINGALE A TEMPS CONTINU 27

Dans la définition du mouvement brownien la loi des accromssd n’est pas précisée. Cependant, on peut
montrer (mais c’est un résultat difficile) que les seuls nesnents browniens sont des processus "gaussiens". Plus
exactement, nous aurons le théoréme suivant :

Théoreme 4.3.2.Si (W) est unf -mouvement brownien alors;WWp ~ N(rt,ozt) ou r,o sont des constantes
réelles. On dit que c’est un mouvement brownien standard pluk, W = 0, P-p.s. et si(r,0) = (0,1).

20 trajectoires 100 trajectoires

FIGURE 4.1 — Simulation de trajectoires de mouvements browniegésailt type dan esty/t

Théoréme 4.3.3.Soit(W) un processus continu. Alofgy ) est un mouvement brownien standard®j, . .. ,\W,)
est un vecteur gaussien de matrice de variance-covarineg]i<i j<n.

DEMONSTRATION. =. Par indépendance et stationnarité des accroissementd; poty < ... <tn, (W, , W, —W,,...,. W, —
W, ,) est un vecteur gaussien a composantes indépendantesariBotmation linéaire, on en déduit donc ¢, ,...,W,)
est un vecteur gaussien. |l reste a calc@ev(W, W, ). Prenons par exemplg,< t;j, alors

COV(Wi 7Wj) = ]E(Wiwj ) - E(W| )E(Wl) = E(W| (\Ml _Wi )) 'HE(\M,Z) =t
——
0 E(W; JE(W; —W; ) §

<. Pour tout,h> 0,W_, —W est une gaussienne centré de varidviag\W_ , —\W) = VarW,) + Var(W ) — 2Cov(W 1, W) =
t+h+t—2t =h. DoncW,, — W ~ A(0,h) qui est une loi qui ne dépend pas tdées accroissements sont stationnaires.
De plus, le vecteur des accroissemefitts — W, ,\ W, —W, ..., W, —W, _,) est obtenu par transformation linéaire du vecteur
(W, ..., W,) qui est un vecteur gaussien, donc le vecteur des accroiaterst aussi gaussien et on sait que pour un vecteur
gaussienses composantes sont indépendantes ssi leurs covarsmtesilles. Or pour < j,

COV(\Mi 7Wi,17\/\4j 7\Mj,1) = COV(\Mi 7\Mj ) 760\/(\/\& 7\/\4],1) 7C0V(Wi,17\Mj ) +C0V(Wi,17\Mj,1) :ti 7ti 7ti71+ti71 = O

ce qui achéeve la preuve.
[ |

4.4 Martingale a temps continu

Nous commencons par quelques exemplegrdmartingales construites a partir du mouvement brownien
standardWs).
Proposition 4.4.1. Si (W) est un mouvement brownien standard alors les processuarggiv
) (W)
i) (WZ-1)
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i) (exp(AW — (A2/2)t)

sont desf -martingales.

DEMONSTRATION. Dans tout ce qui suit, on considéese t.

) E(W —Ws| Fs) = E(W —Ws) = 0 doncE (W | Fs) = Ws.
ii) On remarque d’abord quB((W —Ws)?|Fs) = E(W —Ws)? =t —s. De plus, en développant le terme au carré

E((W —Ws)?| Fs) = E(W2| Fs) + W2 — 206 E(W Fs) = E(W2| Fs) — W2
W

On obtient finalemerE(W? —t| %) = W2 — s, ce qui achéve la preuve.
ii) Enfin, comme la loi d&\f —Ws conditionellement &s est une loi normalé\((0,t —s), une propriété connue des variables
gaussienne donrig(expA (W —Ws)]| Fs) = e% (t=9)_ Ce qui assure qu@xp(A\W — (A2/2)t) est une¥ -martingale.
|
Le théoréme suivant est fondamental. On le connait le plusest sous le nom de théoréme d’arrét borné.

Théoréme 4.4.2. THEOREME D ARRET BORNESi (M;) est unef -martingalecontinueet sit; <12 <K out;
et1, sont des temps d’arréts bornés, alors

MTl = IE(MT2|-¢T1)

On a le méme type de résultat avec des sous-martingales avagscd cas, I'égalité- doit étre remplacée
par l'inégalité <. Une premiére conséquence du théoréme d’'arrét est de permetconstruire a partir d’'une
martingale, d’autres martingales "arrétées", i.e. app@ar un temps d'arrét...

Théoréme 4.4.3.Si(M;) est unef -martingalecontinueett un temps d’arrét alorgM; ;) est unef -martingale
continue.

DEMONSTRATION. La continuité est évidente. Fixons nous maintersant et cherchons a montrer gl rs = E(Mqat|Fs).

Cela semble une conséquence du théoreme d’arrét bornépdiiddr’'en posant pows<t, avect; = SAT, Tp =t AT et
K =t, on aurait alors

Mras = E(Mat| Frias) = E(E(Mat| Fs)| Frns) = E(Miat| Fs)
Seulement, la derniére égalité n’est valide que si on a ré@ntipréalable quB(M.t| Fs) est Frns-mesurable ce qui n’est pas
si évident puisque nous avoffs,s C Fs et non le contraire. Prouvons donc diéM:at| %s) est Fras-mesurable et pour cela,
remarquons :
Mt = Mt/\sl{m5<5} + Mt 1{125}

La Proposition 4.2.1 montre que le premier terme a droitéégdrlité estf s-mesurable dongs-mesurable. Il reste donc en
prenant I'espérance conditionnelle :

E(Mrat| Fs) = MT/\Sl{TAs<s} +E(Mrat 1{r25}‘7—5) = MTAS]-{T/\s<s} +E(Mrat| Fs) l{TASZS}
———

E(Munt| Fens)

ou la derniére égalité vient de ce qu'on a toujoUg&{Tzs} = Uinsljps>sy- Ainsi E(Miat| Fs) s’écrit comme somme de
fonctions #;ns-mesurables et est donc par sufe s-mesurable, ce qui clét la preuve. [ |

Les temps d’'arrét vont étre typiqguement pdMk ) le premier temps d’entrée dans un ensemble ou temps de
sortie hors d’un ensemble. Avant cet instant 1a, on peut inexgque(M;) aura certaines propriétés agréables
comme d’étre borné (si le temps d’'arrét est par exemple Imigretemps de sortie hors d’'un compact). Le
théoreme précédent nous permet alors d'utiliser toutebdeses propriétés des martingales pour tout ce qui
concernéVl; avant le temps d’arrét (en un sens, la partie la plus infdumalke la martingale). Pour illustration,
voyons comment le théoréme d’arrét permet de calculer ganple la loi du temps d’atteinte d’un seuil pour un
brownien :

Proposition 4.4.4. Soit(W) un mouvement brownien. SoitaR, posong, = inf{s> 0;W; = a} avec la conven-
tioninf® = oo. AlorsT, est un temps d'arrét fini presque stiremeniEée ) — e V2al,
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DEMONSTRATION. L'idée est de prouver qug emwfa*“a] = 1. Le temps d'arrét, n'étant pas borné, on posera considé-
rerata An et on appliquera le théoréme d'arrét 4.4.2. |

L'idée premiére pour construire une intégrale sur le brmrfbl f(s)dWs serait par exemple de le définir
"trajectoire par trajectoire” par la limite d’'une somme derRann. Malheureusement, quand on veut contrdler les
approximations de Riemann, il intervient un terme qui est

N-1
sup |W$+1 _WS|
<. <SS\ =

Et pour un mouvement brownien, ce terme vaut I'infini avedlwmlité un (c’est en fait une propriété "classique"
qui nous dit que la trajectoire d’'un brownien est presquers@nt de longueur infinie, voir exercice 4.1). Ainsi
I'intégrale stochastique ne pourra étre définie comme dirpiesque sdre, trajectoire par trajectoire. Comment
faire alors ? L'approche sera non pas de définir I'intégnagettoire par trajectoire mais plutét de regarder di-
rectement les limite, des approximations de Riemann, c’est ce point de vue la quiagtéa de construire

I'intégrale stochastique sur le brownien. Pour finir, notts simplement une inégalité "maximale" valable pour

des martingales , inégalité qui sous-tend la constructiifimtégrale stochastique.

Théoréme 4.4.5.INEGALITE DE DoOOB- Si(M;) est unef -martingalecontinuel, alors

E{ sup |Mt|2] < 4E(|M1]?)
o<t<T

EXERCICE4.1  Soit (W) un mouvement brownien standard. On considére
N
An = Zi IWE /N — Wi Nl
=

1. Montrer que E(Ay) = vNE[E| ou & ~ A((0,1).
2. Montrer que P(|Ay — E(An)| > v/Ne) < 2N~ 1Var[¢|

3. En déduire que Ay s .

4.5 Intégrale stochastique et Calcul d’Itd

Dans toute cette sectigliVs) désignera urff -mouvement brownien standard.

Notons| # = {(H;) processug -adaptéE (fOT Hszds) < 0} |. Vu la définition de#{, il est naturel de mu-

nir cette espace de la nornjjél|| =, /E (fOT H§ds). On admet ce faisant, qu’on construit un espace vectoriel

normé complet (toute suite de Cauchy converge), et commertaaest issue du produit scalaireH,H >=
E (fOT Hslflsds), on dit alors que c’est uaspace de HilbertFormalisons cette hypothése pour pouvoir y faire

référence plus tard :
(#,]| - ||) est un espace de Hilbert. (4.2)

Cela va avoir plusieurs conséquences. La premiere est dgmmtipe méme de construction de l'intégrale sto-
chastique : on la définit pour des fonctiddsconstantes par morceaux qui forme un sous ensemble der¥ée de
pour la norme,/< -,->. Par une propriété d’isométrie, on montre ensuite que lE&giales stochastiques des
fonctions constantes par morceaux forment une suite dehgaland._, et on conclut en remarquant que I'espace
est complet. Une autre conséquence du caractére "Hilbert’ dpparaitra dans la résolution des Equations Dif-
férentielles Stochastiques. Nous le verrons plus tarddPssanaintenant aux propriétés essentielles des intégrale
stochastiques définies sur des fonctiongfle

Théoréme 4.5.1.Pour tout H dans?{, il existe un processus no(@fé HsdWs)i>0 continue en la variable t et
vérifiant de plus,
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tend vers 0 lorsque N tend vers l'infini, alors
N ) .
ZHti—l(Wi _\Mi—l) $N~>oo‘/ HstVS
i= 0

ii) (/3 HsOWe)t=0 est unef -martingaleL,.
iii) Pour tout (G,H) € # x #,iE [( f; GstW&) (fi; HscdM&) | = E [ /] GsHsdls] .

2}
Remarquet.5.1 On notera que la convergence dans i) est dans L, et non -p.s., cela signifie en d'autres termes
que

iv) E [supg |5 Hsd\Nsﬂ <4E UfoT HsdWs

N t 2
_;Hti W,y — W) _/O HSdVVS‘| =0

D’autre part, la propriété iii) est une propriété d’isométrie. La propriété iv) vient de I'inégalité maximale pour les
martingales continues L et du fait que (f(t, HsdWs)i>0 est une F-martingale (voir ii)).

lim E
N—oc0

Remarquél.5.2 INTEGRALE DE WIENER-: Un cas particulier important est celui ot Hs = f(s) ou f est une fonc-
tion continue. Alors, fé f (s)dWs est obtenue comme limite L, de v.a. gaussiennes donc est une v.a. gaussienne.
Ainsi, lorsque Hs = f(S) est une fonction déterministe , f3  (S)dWs suit une loi normale, ce qui n'est pas le cas en
général (i.e pour un H quelconque de #.)

On pourrait se contenter de définir I'intégrale stochastigur #. Malheureusement, (et notamment nous
le verrons lorsque nous parlerons de la formule d’It6), lepplt des fonctions que nous aurons a manipuler ne
seront pas dan& mais plutot dans I'ensemble plus large de foncti#hgue nous définissons maintenant. Notons

H = {(H) processusf—adaptéfoT H2ds < o P— p.s.} | Evidemment# C . Le théoréme suivant permet de
prolonger la définition de I'intégrale stochastique sur eevel ensemble de fonctions.

Théoréme 4.5.2.Pour tout H dans#, il existe un processu(qé HsdWs), continue en la variable t, prolongeant
I'intégrale stochastique suf{ et de plus, lgropriété de continuitéuivante est vérifiée :

Si(H") est une suite de processusﬁe Alors

(/T(Hsr,‘)zdsi>rHoo O) — (sup

t
/ HOAW
0 t<T /0

RN o)

Definir une inteégrale stochastique sur un ensemble de fareplus large appelle quelques questions : no-
tamment on peut se demander quelles sont les propriétéd syui sont conservées dari$ ? La réponse est
brutale : aucune des propriétés i-ii-iii-iv du Théoreme #1ge sont maintenant vérifiées pour des fonction#/de
On peut d'ailleurs remarquer que dans la définitior#fleaucun moment d’ordre 2 par rapport a la probabitité
n'est supposée et c’est donc naturel que les résultatsnegpien moments d’'ordre 2, i-iii-iv du Théoréme 4.5.1
valables dang{ ne le soient plus dang’. Pour la propriété ii), certes, lorsgtiec 4, le processusfé HsdWs)t>0
n’est plus une martingale mais il n’en est pas loin... En (gﬂﬁtHSd\Ns) est unamartingale localec’est a dire qu'il
existe une suite de temps d’arrty) vérifiant les deux propriétés suivantes :

i) lim 1, _,Tn = %, P-p.s. i.e.(T,) est une suite croissante de temps d'arrét tendant verslinfi

i) (Jo""" HsOW&)>0 est une martingale.
Si une propriété suff est directementissue de la "martingalité‘(gf&Hsd\Ns), on peut donc tenter de la prolonger
sur# par l'intermédiaire de la suite de temps d’argen arguant qu(afé“” HsdWs) est une martingale puis on
fait tendren vers l'infini. Une autre fagon de ne pas étre démuni face atégiales stochastiques définies sur
H est de bien comprendre que la propriété de continuité nauseague toute intégrale stochastique lpeut
étre "approchée" en un certain sens par des intégralesastimles définies sutf. Ce que nous voyons dans le
corollaire suivant.
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Corollaire 4.5.3. i) Pour tout H dans#{, il existe une suit¢H") dans# telle que
T . P
/ (HD — Hg)2ds %5 0 4.3)
0
i) De plus, toute suitéH") de H satisfaisan(4.3)vérifie aussi
o

t t
sup/0 Hgaws—/o HsdWs

t<T

DEMONSTRATION. Le (ii) est une conséquence de (i) en appliquant le Théoreme ouH_ a été remplacé paid — Hs.
Pour prouver (i), posons par définitiot] = Hsl{Hg<n, il vient alors :

T n 2 T 2
/O (HsfHS) dS:/O (HS) 1{|Hsl>n}d34>0 P-p.S.

par théoreme de convergence monotone. Ceci achéve la peauesnarquant que la convergence presque sire implique la
convergence en probabilité. |
Une remarque importante pour la suite est qué si 4 alors le processqsfé HsdWs)i>0 est une martingale.

Par contre sH € A, alors on ne peut rien dire quand au caractére martingalaa;)dtpprocessqg(é HsdWs)i>0.

45.1 Calculdlto
Processus d’Itd et crochets

Définition 4.5.4 PRoCESssUs D’ITO- On suppose les 4 conditions suivantes réunies :
i) Xog est Fo-mesurable.

i) K= (Ks) un processus ¥ -adapté et fOT |Ks|ds < oo, P-p.s.

i) H = (Hs) un processus ¥ -adapté et foT(HS)ZdS< oo, P-p.s.

iv) (W) est un F-mouvement brownien standard.

On dit que le processus (X )o<t<T est un processus d’It6 ssi

t t
P-ps., WVt<T, Xt:Xo+/ sts—i-/ HsdWs | (»ECRITURE INTEGRALE)
0 0

ce qu'on note de facon infinitésimale : vt < T, | dX; = Kedt + HedW | (»ECRITURE DIFFERENTIELLE). Dans ce

cas, le processus (Ks) sera appelé drift de X; et (Hs) son coefficient de diffusion (ou encore, terme de volatilité).
De plus, la décomposition de (X;) a I'aide du triplet (Xo, (K), (H)) vérifiant i-ii-iii est unique.

On notera que dans la Définition 4.5.11, la condition ii) noisrme queK est intégrable su0, T] ce qui
permet de définir propreme!ﬁé Ksds. De méme la condition iii) signifie que € # ce qui permet de définir
proprementl'intégrale stochastiqwéeHsd\Ns. Enfin, on remarquera que le fait de suppogefo-mesurable et les
processu¥ etH 7 -adaptés permet d'affirmer qieest ¥ -adapté. Une autre remarque concerne cette fois-ci la
notation infinitésimale ¥ . Elle semble dire qu’on peut définir une intégrale par rapaalX; alors qu'on I'avait
défini jusqu’a présent par rapport &d Voyons cela plus précisément dans la remarque ci-dessous :

Remarquet.5.3 |l est naturel de définir I'intégrale d’un processus G, F -adapté par rapport au processus d’Itd
X par:

T T T T
/(; Gsts = A GS (K’[dt + HtM) = A G5K5d3+ /(; GsHsd\Ns

C’est effectivement possible a condition de supposer que les deux termes a droite de I'égalité soient bien définies,
il faut donc s’assurer que les deux conditions supplémentaires soient remplies :

i) foT|GsKS|dS< o, P-ps.
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i) [T (GsHs)2ds < w0, P-ps.ie. GH € 4.

Proposition 4.5.5. Soit X est un processus d'lt6 tel quedH# . Alors, X est une martingale, ssi K est le
processus nul.

DEMONSTRATION. Evidemment, sK; est le processus nul, alor¥d= H;dW et commeH € 4 il vient directement que&
est une martingalk;. Il reste a montrer I'implication en sens inverse. Pour cal@posons qu¥ est une martingale,. On ne
démontrera cette implication que pour un procegtiistel queE [3 |Ks|ds < oo. Alors, commelg Ksds= [3 dXs— fo HsdWs est
différence de deux martingales, c’est encore une margn@alur tout > u, IE(fj Ksds| Fy) =0= fj E(Ks| #u)ds ce qui donne
par dérivation par rapportta E(K¢| Fu) = 0. En prenant = u, il vient puisqueK étant¥ -adapté, (don&; est -mesurable)
E(K¢| %) =K =0 |
Avant d’énoncer le résultat phare de cette section, a sivormule d'ltd, nous allons définir un outil extré-

mement important intervenant dans la formule d’It6 : le betad’'un processus d'Itd.

Définition 4.5.6 COVARIATION QUADRATIQUE OU CROCHET-

i) Soient deux processus d'Itd (X1) et (X?) définis sur le méme brownien (W).
dX = Kidt +HaW, (i €{1,2}).

On appelle covariation quadratique ou crochet entre X! et X2 le processus noté < X1, X2 > défini par

t
< XL X2 5= /0 HIH2ds

et on note alors [ d < X1, X2 >= HIHZds|

ii) Si(X) estun processus d'It6 telle que dX; = Kdt + H;dW, la variation quadratique entre X et X sera appelée
crochet de X.

llestnoté < X > etonauradonc < X >i=< X, X >ret|d< X >=d< X, X >= (Ht)zdt .

Quelques propriétés immédiates sont issues de ces défimitbes rapprochent le crochet du produit scalaire
sauf que le produit scalaire est par définition un réel tagdes le crochet est un processus... Autre différence
notable, contrairement au produit scalaires:sX, X >= 0, le processuX n’est pas le processus nul.

Proposition 4.5.7. Soient(X) et (Y) deux processus d’It.
1. < X > est un processus croissant positif.

2. < X,Y >¢ est bilinéaire, symétrique. En particulier, aX,aX >y= a? < X, X > pour tout ac R.
_ <XHY>—<X-Y
3. <X)Y >= A=A

La démonstration de cette proposition est laissée au letteulerniére égalité est a rapprocher des identités
de polarisation pour le produit scalaire.

Exempled.5.1 <W>i=t, < [jKds>=0, < [pKsds X >=0.
Enfin, on admettra le résultat suivant :
Proposition 4.5.8. Si X est un processus d'lt0 satisfaisat=xX0, K =0 et H € # alors le processus
t 2 t
()(tz_ < X >t)t20 - (/ Hsd\/\/s) —/ HSZdS
0 0
t>0
est unef -martingale.

Pour se familiariser avec I'utilisation du crochet, nousrad par exemple montrer a I'aide de cet oditinicité
de la décomposition d’It@Soit donc(X;) un processus d’ltd admettant les deux décompositionsrsigisa

t t t t
0 0 0 0
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En faisant = 0, on obtient déja{o = Xy. Il reste alors :
t t
WM<T, 0= / (Ks— Kg)ds+/ (Hs — H)dWs
0 0

En prenant le crochet du processus nul, on obtient alorstia gani’expression précédente0 >i= 0= f(t,(Hs—
HZ)?ds. Ce qui donne quels = H., P-p.s. et par suite, pour tott T,

t
/ (Ks—K))ds=0
0

Par dérivation par rapporttaon a finalement qus = K., P-p.s., ce qui achéve la preuve.

Formules d’'Itd

Nous avons maintenant tout I'outillage pour énoncer lemfdes d’'ltd que nous admettrons. Pour les rendre
plus compactes, nous les exprimerons sous forme diff@lticela dit, il faut savoir aussi écrire I'expression
intégrale correspondante car elle est couramment utitiaés la pratique.

Théoréme 4.5.9. i) Soient(X) un processus d'Itd et f une fonction de clas$éi). Alors,

Wt €]0, T[, df(X)=f'(X)dX + 3" (X)d <X >

ii) Soient(X) un processus d'Ito &t, x) — f(t,x) une fonction de classe'€([0, T] x R) (i.e. de classe Epar
rapport at et de classe{par rapport a x). Alors,

WEO,T], df(t,X) = LX) gy X gy 4 1R g x5,

ox2

ou encore

df(t, %) = f{ (t, X)dt + fi(t, %)X + 5 F(t, X)d < X >¢

avec des notations évidentes popr f, et f,.

Nous pouvons maintenant comprendre tout I'intérét d’adéfini I'intégrale stochastique S au lieu de
7. En effet, le théoréme 4.5.9 dit implicitement q@f’(xt)dxt et fOT f7(%)d < X >t sont des quantités bien
définies et donc (voir Remarque 4.5.3) que

) Jg |1/(X)Ki]dt < oo, P-p.s.
i) Jo (F/(X)H)?dt < o0, P-p.s.
i) Jo £ (%) (H)?|dt < o0, P-p.s.
Ces inégalités sont vrai@sp.s. puisquef étantC? ett — X continue,

sup [f/(X)] <o, sup |[f"(X)| <o, P-p.s.
t€[0,T] te0,T]

et les conditions i-ii-iii dérivent du fait quﬁoT |K¢|dt < oo et foT(Ht)zdt <o, [P-p.s. Sipar contre, on avait seule-
ment défini I'intégrale stochastique s#f, il aurait fallu remplacer ii) pa£ foT(f’(Xt)Ht)zdt} < 0 en sachant

seulement qUE {foT(Ht)zdt} < o et quef estC?. Ce qui n’est pas possible sans hypothése supplémentaire.

Remarquet.5.4 Si I'on sait que X est a valeurs dans un ouvert U de R, alors les formules d’ltd sont encore
valables pour

a) x— f(x) de classe C*(U) pour i)

b) (t,x) — f(t,X) de classe C?([0,T] x U) pour ii).

Le sens de cette remarque est de pouvoir utiliser la formuié pour des fonctions comme (i;). Evi-
demment, la fonction In n’est pas de cla§$esurR mais surR**. Le théoréme 4.5.9 ne peut donc s’appliquer
directement. Par contre grace a la remarque 4.5.4, on pgudéanéme utiliser une formule d'Itd si I'on sait au
préalable quex est a valeurs darig™*.
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4.5.2 Formule d'lté multidimensionnelle

On va définir ici des processus d’Itd vectorigl;) ouX; est un vecteur deR" définis sur le brownien vectoriel
(W) ouW est un vecteur deRP. On notera que et p ne sont pas nécessairement égales. Rien de bien compliqué
a priori, mais on fera attention surtout dans cette sectioie@repérer dans les notations la ou sont les vecteurs
et la ot sont les matrices.

Définition 4.5.10 Un processus (W) a valeurs dans RP est un F-mouvement brownien p-dimensionnel s'il
\/\41
s'écrit sous laformeW = [ : [ oules ( i) sont des ¥ -mouvements browniens standards indépendants.
\MP
Définition 4.5.11 PRoOCESsUS D’ITO- On suppose les 4 conditions suivantes réunies :
i) Xo est Fo-mesurable & valeurs dans R"
i) K = (Ks) un processus vectoriel F-adapté a valeurs dans R" et fOT |Ks|ds < oo, P-p.s.

i) H = (Hs) = [H']a<i<n 1<j<p Un processus matriciel (N x p), F-adapté et fOT(Hé’j)st< oo, P-p.s. pour tout
(i,j)e{1,....n} x{1,...,p}
iv) (W) estun F-mouvement brownien p-dimensionnel.

On dit que le processus (X )o<t<T est un processus d'Itd vectoriel ssi

t t
P-ps., WVt<T, )Q:Xo—i—/ sts—i—/ HsOWs | (» ECRITURE INTEGRALE)
0 0

ce qu’'on note de facon infinitésimale : vt < T, | dX; = Kedt + HedW | (»ECRITURE DIFFERENTIELLE).

Le crochet avait été défini pour des processus d’It sur le ertdnmwnien. Ici, la présence de plusieurs brow-
niens nous impose de bien définir le crochet entre deux bemgrindépendants : 8V est un¥-mouvement
brownienp-dimensionnel (les composantes du browniens sont indémees) alors pour toutj € {1,...,p},

<W Wl > =1{i=j} xt ouencore W Wi>=1{i=j}dt (4.4)

NotonsXX représente l&-iéme composante du processus d'Itd vectoi}¢) et remarquons queXf = KKdt +

Ze 1H§ éd\N” Muni de la régle de calcul du crochet (4.4), nous pouvonsalbtenir la covariation quadratique
entreX' etXJ

S p . )
d< X' XI >= ; H H ot (4.5)
(=1

La formule d'Ité vectorielle prend alors la forme :

Théoréme 4.5.12 Soient(X;) un processus d'Itd vectoriel :
o P
vie{l,...,n}, dx = Kt'dt+; HLCaw
(=1

et (t,x) — f(t,x) une fonction de classe'€([0, T] x R") avaleurs réellesAlors,

MEl0, T dft ... ) = Xg gn | AKX iy L gn 16,3;”“ d< XX >,

ol I'expression du terme de croctiek X', X1 > est donnée paf4.5)

Un conséquence importante (pour la pratique) et quasi inate(pour la démonstration) de la formule d’Itd
vectorielle est I'intégration par parties.
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Théoreme 4.5.13.Soient(X) et (Y) deux processus d'Itd réel définis sur le méme brownien psiioanel.
Alors

/xtdvt X /Ytdxt /d<xv>t
DEMONSTRATION. On posef (x,y) = xy et on applique la formule d'It6 & pour le processué)és) :
S

af (%, ")
oy

of (X, %)
[

df (%, %) = dX; + at

2 2 2
+% (md< X >t +2md< XY >t +L)<;’Yt)d<Y >t)

(
0x2 oxay ’ oy
Aprés un calcul rapide des dérivéesfdel reste : dX;Y;) = YedX + XedY: +d < X, Y >t

4.6 Equations différentielles stochastiques
Une équation différentielle stochastique (EDS) s’écritsta forme :
Xo =%, dX =u(t,X)dt+o(t,X)dW (4.6)

Définition 4.6.1  Un processus X est solution de 'EDS (4.6)sur [0, T] ssi X un processus 7 -adapté satisfaisant

/|ut)(t|dt+/ o2(t,%)dt < 0, P-ps. 4.7)

et
t t
VE<T, % =x+/ u(s,Xs)ds+/ o(s, Xs) dWs
0 0

Remarquet.6.1 LEDS (4.6)fait intervenir les termes [ j(t, X )dt et [ o(t, X )dW. Pour que ces quantités aient

bien un sens, il faut donc que p(t,X;) soit bien intégrable et que le processus (0(t,%;))i>0 soit dans #. C'est
exactement ce qu’exprime la condition (4.7).

Le théoréme suivant révele des conditions suffisantes ssgsélles I'EDS (4.6) admet une unique solution
dans#.

Théoréme 4.6.2.Si les fonctions 4, -) eto(+, -) satisfont
i) 1l existe K> 0 tel que pour toutt,x,y) € [0, T] x R2, on ait :
[W(t, %) — K(t,y)[+[o(t,x) —o(t,y)| < K[x—Y|
ii) Il existe L> Otel que pour touft,x) € [0,T] x R, on ait :
[U(t,X)| + ot )| < L(1+[x])
alors 'EDS (4.6)admet une unique solution dagé.

La démonstration de ce théoréme s’appuie sur un principeit¢fixe et s'approche donc de la maniére dont
est montré 'existence et I'unicité de solutions d’équasidifférentielles.
DEMONSTRATION. Commengons par I'existence. Nous allons muffiide la norme-|| . définie par || X||. = IE(fOT e~Ctx@dt)

pour toutX € A, oucest un réel positif ou nul. Rappelons nous @£ || - |) est un espace de Hilbert || = IE(fOT X2dt).

(H,]|-]|c) sera alors aussi un espace de Hilbert pourvu que les dewesprihet| || soient équivalentes. C'est effectivement
le cas puisqu’un calcul élémentaire montre que

e “T/2||X|| < Xl < IX]
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Définissons maintenant la fonctighde source dang/ par
t t
M<T, X)) = x+/o u(s, Xs)ds—i—/o O(s XML (X € )
La condition ii) permet de montrer queest bien définie (c’est a dire que les intégrales ont bien ng) s queb laisse stable
H,i.e.d(X) e H pourX € #. Nous laissons cette vérification au lecteur pour nous ctreea présent sur la propriété de
contraction deb qu'on montrera grace a la condition i). Plus précisémentaowérifier que la fonctio : # — % est une

application contractante pour la noriel|c en choisissant suffisamment grand. On a en utilisgat+ b)? < 2(a? 4+ b?) et la
condition i) du Théoreme 4.6.2,

i
o) -oml. = E( [ e %oy -ora)

0
< 2f e ({ JACCSSRTEAIS 2) dt

+2 /0 T et ({ /0 (0(5X6) G(S,Ys))d\/\/s} 2) ot

< 2KXT+1) /OT e R (/Ot(XS—YS)st> ot

< 2KAT+1E (/OT(XSA(S)2 (/ST e*“dt) ds)

< 2KX(T+1E (/()T(xs—\(s)zeCS (lecm> ds)
< 2Ty,

En choisissant suffisamment grandp est une application-lipschitzienne avea < 1 (on dit alors quap est une application
contractante) et le théoreme du point fixe dans un espacelbertissure alors de I'existence d’une solution. L'udiast
encore une conséquence de la contraction puisqu€) gt (Y) sont deux solutions de 'EDS, ce sont des points fixe® e
l'inégalité
[X=Ylle = ®(X) = ®Y)[c <afX =Y (a<1)

montre queX =Y. |

Quand on abordera les questions d’applications finangi@sesolutions d’EDP seront typiqguement le proces-
sus d’évolution des prix d'un actif risqué. Comme indiquésike théoréme précédent, la solution qu’on obtient
en résolvant 'EDS est dar#g. Par contre, comme on s'intéressera a des produits obtqrartirde cet actif sous
jacent, nous aurons a considérer des fonctidi¥g) ou bienf (t,X;) avec des bonnes propriétés de régularité pour
f et c’est en considérant ces fonctionnellesdénalement qu’on obtient des fonctions @€et non de# .

4.7 Changement de probabilité. Théoreme de Girsanov

Soit(Q, 4,P) un espace de probabilité. Une probabiliiésur (Q, 4) est absolument continue par rappolt &
ssi:
VAe 4, (P(A)=0=Q(A)=0)

On dit aussi qué) est dominée pdP.

Théoréme 4.7.1.Q est absolument continue par rapportPassi il existe une variable aléatoire Z positive ou
nulle sur(Q, 4) telle que :
VA€ 4, Q(A) = / Z(w)dP(w)
A

Z est appelée densité depar rapport alP (ou dérivée de Radon Nikodyhe Q par rapport alP) et est parfois
noté 92
dP
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De plus, on dira que les probabilitBset Q sontéquivalentesi chacune d’elles est absolument continue par
rapport a l'autre. Enfin, ) est dominée pdP alorsP etQ sont équivalentes sBi(Z > 0) = 1.

Théoréme 4.7.2. GIRSANOV- Soit (Ws)o<s<T UN F-mouvement brownien. $6;)o<t<t €st un processug -
adapté tel que

i) [, 62ds< w, P-p.s.

ii) Le processusz )o<i<t défini par Z = e~ Jo8sMe—3 [562ds ast uneF -martingaleL; sousP.
Alors sous la probabilitéQ? de densité Z par rapport &P, le processus\{ = W + fé Bsds est un mouvement
brownien standard.

En d’autres termes, le théoreme de Girsanov nous apprencthgoe si le processidf + fé Bsds ou I'on
"drifte" le brownienwW d’'une quantitéfé Bsds alors, moyennant un changement de probabilité, ce brovemitié

. ~ . t 1 rtp2 . N
est lui méme un brownien. Rappelons qlae= e /0%MWs-3 /o959 comme dans le Théoréme 4.7.2. On a alors les
correspondances suivantes entre les probabigs?.

Corollaire 4.7.3. Alors, pour variable Uft-mesurable,
E%(U) = EF (UZ7)

Z
E@Z(U%):EP(UYT
S

Ts) vs<T

8

Et donc il suffit de montreEQ” (U | #s) = %. Pour cela, écrivons pour tohte Fs,

_gP {EP (ZrU| o) 1 — EF (27| 72)

DEMONSTRATION. En utilisant qugZ;) est uneZ -martingale sou®,
E°(UZr|fs) _ B (UZr|%s) _ e (UZ_T
EF (21| %s) Zs Zs
N—_——
=Z

EP (UZ7| %)
EF (Z1|%s)
ou la derniere égalité est obtenue en prenant I'espéramchtiomnelle par rapport a la tribs. |

1a| =0

4.8 Points essentiels du chapitre

a) Nous avons construit I'intégrale stochastique pour destfons de#’ et #{. Il faut bien savoir dis-
tinguer si une fonction appartient ot nortaet quelles sont les propriétés spécifiques a I'intégfle
sur#.

b) La formule d’lt6 est donnée et il est important d’étre askadans ['utilisation de cette formul
(méme en multidimensionnelle) et dans le calcul des crachet

c) Nous avons énoncé et démontré un théoreme d’existeneeoieudes solutions d’'une EDS.
remarquera que cette solution est nécessairementians

d) Enfin, nous avons cité le théoreme de Girsanov qui, dareplglgcations financieres, nous permgt-
tra (voir chapitre suivant) d’exhiber une probabilité gug neutre) sous laquelle les processus jles
prix actualisés sont des martingales.

4.9 Un peu d’histoire

Kiyoshi Ito (1915-2008).Source : wikipedia.
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Kiyoshi Ito, né le 7 septembre 1915 a Hokusei-Cho- dans léepndére de Mie au Japon,
décédé le 10 novembre 2008 a Kyoto, était un mathématigoemgs.

Kiyoshi Ito a étudié les mathématiques a I'université Inglérde Tokyo. Il y fut attiré par
le calcul des probabilités. Il s'intéressa aux travaux difgi Kolmogorov et de Paul Lévy puis
plus tard au concept de régularisation étudié par Doob. B0,1i®publia "On the probability
distribution on a compact group”, un ouvrage important dé&wslution dans ce domaine. Puis
il s'intéressa aux processus stochastiques et au mouvémosvriien essentiellement aprés 1945.

En 1952, il introduisit sa théorie de la probabilité a I'Uaiigité de Tokyo. Puis il travailla a la Cornell Univer-
sity et a I'Artuus University.

Il liait les mathématiques aux formes de la beauté et avigitdzans un texte la musique de Mozart, la Cathé-
drale de Cologne et disait que ces oeuvres avaient inspiréion de ses formules :

« La musique de Mozart, par exemple, impressionne grandané&ne ceux qui ne connaissent pas la théorie
de la musique, la cathédrale de Cologne subjugue aussidetagpurs qui ne savent rien de la religion chrétienne.
La beauté des structures mathématiques, en revanche, nétgeappréciée sans comprendre un ensemble de
formules qui expriment les lois de la logique. »

C’est cette logique qu’il condensa dans le lemme d'ltd. tll&uréat du Prix de Kyoto en 1998 et du Prix
Gauss en 2006. Il est mort le 10 novembre 2008 a I'age de 93 ans.

Wolfgang Doeblin (1915-1940)Source : wikipedia

Wolfgang Déblin alias Wolfgang Doeblin et Vincent Dobliné @& Berlin le 17 mars 1915
et mort a Housseras le 21 juin 1940, était un mathématiciengihe allemande travaillant en
France.

Wolfgang était le deuxieme des quatre enfants du médecariea#é allemand Alfred Déblin
et de son épouse Erna.

k Le 28 février 1933, au lendemain de I'incendie du Reichstag, pere, homme de gauche,
42 neuropsychiatre et éminent homme de lettres, auteur de neoxibomans dont Berlin Alexan-
derplatz, opposant au nazisme, s’enfuit & Zurich suivi déepame et de son plus jeune fils.
Wolfgang les rejoint en avril 1933, aprés avoir passé a Bexdin Abitur (baccalauréat). A 'automne 1933, la
famille s’installe en France, tout d’abord a Maisons-Lt&dfipuis a partir de décembre 1934 a Paris (14€), au 5,
square Henri-Delormel.

A la rentrée universitaire 1933, il reprend ses études syrés, commencées a Zurich, a la Faculté des
sciences de Paris. Il commence a travailler sur la théosedababilités en 1935, sous la direction de Maurice
Fréchet, a I'Institut Henri Poincaré.

Ses travaux portent sur les chaines de Markov et il commes@etéresser aux processus en temps continu,
un domaine alors en plein essor, notamment grace aux tral/Amxirei Kolmogorov. Lycéen a Berlin, il était
passionné par la politique et par 'économie, domaine lié@obabilités et aux statistiques.

En octobre 1936, il obtient, avec deux de ses fréres et semtsala nationalité francaise. Désormais, il
s’appelle souvent « Vincent Doblin ». En tant que mathénmtjdl continue de signer « Wolfgang Doeblin ».

Wolfgang Déblin soutient sa thése sur le sujet des martiasgalijet lié aux chaines de Markov, en mars 1938,
sous la direction de Maurice Fréchet.

Aprés sa thése d’Etat, il est incorporé, en novembre 1938, fiaire son service militaire de deux ans. Refu-
sant, jusqu’au printemps 1940, toute formation d’officilereste simple soldat. Malgré ses activités militaires, il
réussit a poursuivre son travail, en s’attaquant entreaatt’équation de Chapman-Kolmogorov, qui est a la base
du lien entre la théorie des probabilités et celle des égusiux dérivées partielles. Fin ao(t 1939, il est affecté
comme téléphoniste dans le 291e régiment d'infanteriipst® dans les Ardennes, a Givet, jusqu’en janvier
1940.

Il termine la rédaction de son mémoire Sur I'équation de Kagoroff en cantonnement, en Lorraine, et
I'envoie sous forme de « pli cacheté » a I’Académie des seie(pli cacheté 11-668). Il se bat héroiquement sur
le front de la Sarre et en Lorraine et est décoré de la croiueerg.

Apres la capitulation de la France et la dislocation de sgimTént, il se sépare de ses camarades au col de
la Chipotte (Vosges). |l se tue, le 21 juin 1940, dans le gélale Housseras, au nord-est d’Epinal, au moment

B~
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de l'arrivée d’'un groupe d’éclaireurs de la Wehrmacht, péus de tomber aux mains des Allemands. Inhumé le
méme jour comme « soldat anonyme ». Il ne sera identifié quodd .1

Ses parents seront enterrés a ses cotés en 1957.

Le pli cacheté 11-668 qu'il envoya a I'Académie des sciedoesju'’il se trouvait sous les drapeaux, a la
mi-février 1940, ne fut ouvert qu’en 2000.

Il contenait des travaux sur la résolution de I'équation @éntogorov (théoréme démontré indépendamment
en 1965), c'est-a-dire des calculs sur la densité de laipnsitune particule soumise a des phénoménes de
diffusion, mais en utilisant des méthodes trajectoriefi@sces généralisations du mouvement brownien plutdt
gue des méthodes analytiques. Ces idées, sur lesqueltdesdées le calcul stochastique ou calcul d'1td, seront
retrouvées indépendamment a partir des années 1940, netarpar le mathématicien Kiyosi Ité.

L'enveloppe du pli cacheté comporte en titre Sur I'équatierKolmogoroff de W. Doeblin.
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Modele de Black and Scholes
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Mots cléss.1 EDP d’évaluation, Formules de Black Scholes, les Grecques, le Delta.

5.1 Hypotheses sur le marché

On reprend les hypothéses du début du cours :
i) Les actifs sont divisibles a I'infini;
i) Le marché est liquide : on peut acheter et vendre a totams
iii) On peut emprunter et vendre a découvert;
iv) Les échanges ont lieu sans co(ts de transaction;;
v) On peut emprunter et préter au méme taux constant r.

5.2 Modélisation probabiliste du marché

On considére un marché constitué d'un actif sans risquetdeprixSY et d’un seul actif risqué noté 1 de
prix § = S out désigne le temps qu’on supposera appartenir a I'inter{@ig.

Actif sans risque : On suppose que I'actif sans risque suit I'équation d’évotutiéterministe : & = rCdt avec
pour condition initiale ) = 1. L'équation s’écrit ainsi dI8Y = rdt ce qui revient a dire S = €.

Actif risqué : On suppose que le processus de p&x de I'actif risqué suit 'EDS dite de Black-Scholes

vt € [0,T], dS = S(udt+ odWf) (5.1)

41
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Cecirevient a supposer que le rendement de I'actif risqitése loi approchant la loi normale lorsque I'écart de
temps est faible : autrement dit, pdurn = t;,

%H_%

suit approximativement la loi A (M(ti1 — ti),0%(ti 11— ti))

Quelle va étre la triby ? Elle représente I'information disponible a la diatg comme I'aléa ne provient que de
I'actif risqué, on a nécessairement :

Fr=0(S.,r<t)
La probabilité historiqu® est telle qu&V est unF -mouvement brownien standard sds

5.2.1 Résolution de 'EDS de Black and Scholes
Théoréme 5.2.1.L’'EDS (5.1)admet une unique solution donnée par :
S = s)e(ufcz/Z)’hLOW
DEMONSTRATION. L'EDS (5.1) s'écrit
Vte[0,T], dS =p(t,S)dt+0o(t,S)dW avec p(t,x) = pxeto(t,x) = ox

ce qui est une équation du type (4.6). Les conditions d'emiz et d'unicité de solution sont données par le Théoréf2 4.
et pour vérifier les conditions d’application de ce théorgitrmuffit de remarquer que

[u(t,x) — Wt y)| +]o(t,x) —o(t,y)| < (U+0) x|
Iu(E,X)| +[o(t, )| < (u+0)(1+[X))

Il existe donc une unigque solution de 'EDS (5.1) qui soitsldh. Pour vérifier gu’elle a la forme donnée par le théoreme,

posonss = f(t,\W) = S)e<“*°2/2>‘+°"“ et montrons qu’elle satisfait (5.1). Par la formule d'[f6étantCZ etW un processus
d'ito,

_of(t,W) . af(t,W) 102 (t,Wm) (. d? o?
ds = at dt + ow dV\4+§ w2 d<W>i=(u ) Sdt+030\/\4+73dt
La preuve est achevée aprées simplification de cette équation [ |

La démarche est comme dans le cas discret : on va cherchenardomprix a un produit dérivé a l'instant
puis a trouver une maniére de dupliquer exactement ce pgrdéiivé. Nous passerons par les étapes suivantes :

i) On va chercher a construire une probabilité risque nequreende tout actif de base actualisé martingale.
i) On va définir ce que I'on appelle une stratégie de portiieeautofinangante.

iii) On va vérifier que toute stratégie de portefeuille autaficante actualisée reste martingale sous la probabilité
risque neutre.

iv) On en déduira I'absence d’opportunité d'arbitrage estratégies de portefeuille simple.
v) Nous allons chercher a dupliquer tout produit dérivé pee stratégie de portefeuille simple.

vi) On en déduira que I'expression naturelle du prix de foptent s’écrit & un facteur d’actualisation prés
comme l'espérance sous cette probabilité risque neutreidirial.

vii) Le portefeuille de duplication nous donnera la stragéte couverture de I'option.

5.2.2 Changement de probabilité

On change de numéraire : on exprime le prix des actifs enifamdu prix de I'actif non risqué, on dit aussi
gu’onactualiseles prix :

g1
S§=3=e"s
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Par la formule d’It6, on obtient une EDS pdﬁr: ft,3)=e"S:

~ f(t f(t 19%f(t
o = G et g Has 3T
= —rSdt+e"dS+0

= §((u—r)dt+odw)
En posanh = (u—r)/o (A est aussi appelé@ime de risque), on obtient :
d§ = oSdW  avec W =W + At

Pour que lactif risqué exprimé dans ce numéraire soit undimgale, il suffit donc de montrer que sous une
certaine probabilit® qu’on appellera probabilité risque neutf@{) est un mouvement brownien standard. C’est
un cas particulier du Théoréme de Girsanov : posons

d< S>¢

Zt _ 7)\V\47A§t

Il vient par la Proposition 4.4.1 iii) qu&Z;) est unef -martingale sou® et on peut alors appliquer le Théoreme
de Girsanov 4.7.2 avel; = A : I'existence de la probabilité risque neutre est alorsssuEn résume,

Probabilité historique | Probabilité risque neutre
Actif risqué 4§ = pSdt + oS dw ds =rSdt+ 0§dV\4
Actif risqué actualisé dS = (u—r)Sdt + oSdw dS = oS dw

5.2.3 Portefeuille autofinancant

Le prix actualisé du sous jacent est donc yhenartingale. Qu’en est il de la valeur actualisée d’'un por-
tefeuille autofinancant? Dans un espace fini, ce résultdtvita sans hypothése supplémentaire. Il s’avére en
temps continu que nous aurons besoin d’une hypothése sa@pléire que nous formaliserons plus précisément
dans cette section. Une stratégie de portefe(ijeconsistera ici a détenir

i) une quantitéy de I'actif sans risque
i) une quantitép, de I'actif risqué
Dans ces conditions, la valeur (liquidative) du portefewgist a I'instant :

V() = S + @S

Exprimé dans le numéraire de I'actif sans risque, la valeupdrtefeuilleV (@) = Vi(¢@)/S sous la condition
d’'autofinancement s’écrit en temps continu :

~ T ~ ~ ~a
Vi (@) =Vo() +/O @dS ouencore (@) =@dS = (o@S)dwW (5.2)
Pour que la valeur actualisée du portefeuille sBwit une martingale, il suffit donc quep$§ € #, ce qui

se traduit encore par
. T .. R
E? (/ (qzszdt) <o P-ps.
0

On traduit cette condition sous forme d’'un théoréme prodamg en temps continu ce qui avait déja été vu en
temps discret :

Théoreme 5.2.2.Dans le modéle de Black-Scholes, pour toute stratégie defeaille(@) satisfaisant :
A T - ~
EF (/ qfszdt) <o P-ps. (5.3)
0

le processus?’t((p) (i.e. la valeur actualisée du portefeuille) est uiemartingalel» sousP.
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5.2.4 Duplication du produit dérivé, EDP d’évaluation

Dans un marché complet, tout produit dérivé (de type eurgpes réplicable par une stratégie de portefeuille
autofinancée. Si cette stratégie satisfait (5.3) alorslieuvau portefeuille de réplication est uflemartingalel.»
sous le numéraire de I'actif non risqué et ainsi a tout intdtgar la propriété de réplication, le prix actualisé du
produit dérivé est

Wito) - (@) -7 (2| 1) e TE (o) )

ouh(Sr) est le flux final. Ainsi le prix non actualisé du produit derawe temps vaut €’<T*t)]E“3’(h(Sr)|ﬁ) et
son prix actualisé €7 EF (h(Sr)| %) est unef -martingale sou®.

Proposition 5.2.3. EDP D’ EVALUATION - Soit S une solution de 'EDS de Black-Scholes définigGsin par :

dg = pdt + odw

Alors pour toute fonction b O telle queIE]IE’(|h(ST)|) < oo,
i) 1l existe une fonctiort, x) — v(t, ) telle que vt,§) = e " T-VEP (h(Sp)| %). La quantité vt, § ) S'interpréte
donc comme lgrix du produit dérivé a I'instarttnon actualisé
i) Side plus, v est&? alors le prix du produit dérivé satisfait 'TEDP (Eq. aux dérpartielles) suivante appelé
EDP d’évaluation :

V(t,x) € [0,T] x R, [—rv+v§ + XV + #v;x} (t,x) = 0|et| v(T,x) = h(x)

iii) Le prix de I'option a l'instant O est donné parrTEH}(h(ST)) et la quantité d’actif risqué a détenir dans le
portefeuille de réplication est donnée par :

ov(t,S)
o0X

@ = P-p.s.

DEMONSTRATION. On a par le Théoreme 5.2.1,
S — Selh-0%/2 T+ oM W) _ g olr—0%/2)(T-t)+oi )
avecdWr —\W v.a. de loif(0, T —t) indépendante dg; sousP. On en tire :

w?
—r(T-OgP _e Tt [ (r-c?2/2)(T-t)+ow) _€ *TY _
e E"(h(Sr)[F) =€ /h(Se >72n(T7t)dW v(t,S)

Ce qui montre la premiére partie de la proposition. Les Hygses de la proposition permettent d’appliquer la formiité d
la fonction(t,x) — e~"v(t,x) pour le processus d'It&, il vient :

d(ev(t,S)) = [fre’”v(t,s) ety (t,s)] dt + etV (1, S)dS + %v;x(t,s)d <S>

22
—ett {—rv(t,S) FV(LS) + ISVt S) + ﬁv;x(t,S)} dt+e s [v;((tﬁ)o] My
2 N——

S

ou dit = dwt + KL dt. D'autre part, par (5.2), on a(@ "v(t,S)) = &k (¢) = (0@S )W, ce qui donne par unicité de la
décomposition d’ltd

2¢2 | ) .
frv(t,S)+vt(t,3)+r8[vx(t,s)+%vxx(t,s):O, et vw(t,5)=@ P-ps.

CommeS§ = Sell o /2t+oW gt \if ~ A((0,t), on en déduit qué est une v.a. ayant une densité strictement positive sur
tout R* et en utilisant I'égalité précédente et le fait que C12, on tire que[ferrv{ + XV, + #v;x] (t,x) = 0 pour tout
(t,x) € [0,T] x R n
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5.2.5 Sensibilités

Définition 5.2.4  Les sensibilités (dérivées partielles) du prix non actualisé B = v(t,S) du produit dérivé par
rapport a ses différents parametres sont appelées les grecques :

O = v;((t, S) : Sensibilité du prix par rapport a la valeur actuelle du sous-jacent.

6 = V{ (t,S) : Sensibilité du prix par rapport au temps qui s’écoule.

Vega = V,/:,(t, S) : Sensibilité du prix par rapport a la volatilité.

Pt = V/r (t,S) : Sensibilité du prix par rapport au taux d'intérét.

Mt = Vi (1,S) = A;((t, S) : Sensibilité du A par rapport a la valeur actuelle du sous-jacent.

L'EDP satisfaite par une option vanille se réécrit donc:

2y2

—rPt+Gt+rxAt+%Ft =0

5.3 Formules de Black Scholes

L'utilité de la formule de Black Scholes va se traduire dassfbrmules qui suivent : ce sont des formules fer-
mées, i.e. explicites, dépendantes d’un seul paramétrdiremiement observable : la volatilite Deux méthodes
sont utilisées dans la pratique pour évalaer

Méthode historique : 0°T étant la variance de By, on fait de I'inférence suo a partir de I'évolution des cours
observés dans le passé.

Méthode implicite : On utilise les prix des call et put obtenus dans les marchgsnisés et on "inverse" la
formule de Black Scholes, on obtient alors ce qu’on appeitsida "volatilité implicite". C'est la méthode
la plus utilisée par les praticiens.

Proposition 5.3.1. Dans le cadre du modéle de Black Scholes, le prix d’un call deurité T et de strike K est

donné par
t u2/2

Ci = SN(di) —Ke "TYA((d2) avec A(t) = \/—n

ou A la fonction de répartition de la loi normal®((0,1), d; et &, donnés par

Ing YT —t
AT ot g dy-ovT

De plus, le prix du put de maturité T et de strike K est donnéderf équivalente par
R =Ke TV (—dp) — SA(—dy)

Et la relation de parité Call-Put: ¢~ R =S —Ke™' r(T-1) est respectée.

dp =

On peut vérifier (le faire ') que les sensibilités pour lek eBput européens dans le modéle de Black Scholes
sont données par le tableau suivant :

Grecqueg Call Put

A N(dl) -‘M( 1)
r _L_A(dh) (Nwl
p TKe™ rTf?\[(dz) TKe r
0 - 2X°T A (dy) —rKe T A(dp) %.‘M(dl) + rKe rT (9\[(d2) -1

Vega xvT A (dy) xv'TA'(dy)

ou I'on a posé par définition :
() = tewzw et AW -

V2n 21
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5.4 Points essentiels du chapitre

a) Dans le modéle de Black Scholes, nous avons donné unessiqreexplicite du prix de 'acti
risqué. Nous en avons alors déduit une probabilité risquér@esous laquelle ce prix actualige
devient une martingale.

b) Ceciva nous permettre de construire facilement desfeoities de réplication dont les prix actug-
lisés sont encore des martingales sous la probabilitéaisqutre.

¢) On en a déduit a la fois, le prix de I'option a tout instantisreussi le moyen de répliquer ce
option par une stratégie de portefeuille autofinancée.

d) Enfin, nous avons donné le lien entre I'évaluation du pex’dption et la résolution d’'une ED

avec condition terminale ;

5.5 Un peu d'histoire

Fischer Black (1938-1995)Source : wikipedia.

Fischer Black (1938 - 30 aolt 1995) était un mathématicieéranain inventeur, avec Myron
Scholes, d'une formule Iégendaire d’évaluation du prixa&#s financiers.

Fisher Black est titulaire d’'un doctorat en mathématiqugsiquées de 'université de Har-
vard en 1964 et devient professeur de Finance a l'univetsitéhicago en 1971, puis en 1975 a
la Sloan School of Management du Massachusetts Institufeasfnology.

S’appuyant sur des travaux de Robert Merton, Black estdiatavec Myron Scholes de
I'article qui allait, en 1973, révolutionner les mathémats financiéres et le mode de fonction-
nement des marchés financiers : The Pricing of Options anpdCate Liabilities, connu sous le
nom de modele Black-Scholes.

Il mourut avant de pouvoir recevoir le Prix Nobel d’éconongjei fut décerné en 1997 a Scholes et a Merton
pour la découverte de ce modéle.

En 1984, il rejoint la banque d’'investissement Goldman Sach
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