Exercice 2. On appelle « boréliens » les ensembles dans B(R) ; on rappelle que la mesure
de Lebesgue Leb est 'unique mesure sur (R, B(R)) telle que Leb(]a,b]) = b — a pour touts
réels a < b.

1. Montrer que {a} € B(R) pour tout a € R.

2. Montrer que tout sous-ensemble dénombrable de R est borélien et de mesure de Le-
besgue nulle.

3. Soit N € B(R) un ensemble de mesure de Lebesgue nulle. Montrer que N€ est dense
dans R. Pour cela, on pourra montrer raisonner par ’absurde et considérer t € R tel
que il existe un voisinage ouvert O de cet élément vérifiant O N N¢ = ().

Exercice 3 (TRIBU ENGENDREE PAR UNE FONCTION). On considére une fonction X :
(0 — E. Si £ est une tribu sur E, montrer que

A={X"YA): Acé&)}

est une tribu sur €.

Exercice 5. Soit X une variable aléatoire de densité f et de fonction de répartition F, soit
un intervalle A et soit Y = 1 4(X). Donner la fonction de répartition de Y.

Exercice 6 (VARIABLES EXPONENTIELLES). Soit U une variable aléatoire de loi uniforme
sur [0, 1]. On pose X = —1In(U).
1. Soit A > 0. Montrer que X /A suit une loi exponentielle de paramétre A\. Comparer
avec la méthode d’inversion (généralisée) de la fonction de répartition.

2. Donner la loi de la variable aléatoire V' =1+ | X |, ou |-| désigne la partie entiére.
3. Donner la loi de W = v/ X.

4. Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire Y = min(X, a), ou a > 0.
La variable Y a-t-elle une densité? Pour cette derniére question on pourra montrer
que si f : R — R4 est intégrable pour la mesure de Lebesgue alors ¢ — fioo f(s)ds
est continue sur R.



Exercice 7 (SIMULATION PAR LA METHODE D’INVERSION). Comment créer des réali-
sations d’une loi de probabilité donnée a 1’aide d’un ordinateur 7 Il existe de nombreuses
méthodes différentes en fonction de la loi que 'on souhaite simuler. L’ingrédient de base
de toutes ces méthodes est un générateur de (pseudo-)variables aléatoires indépendantes
de la loi uniforme U ([0, 1]). En effet, tout bon langage de programmation est équipé d'un
tel générateur. Certaines méthodes de simulation consistent a tirer une réalisation de la loi

uniforme U ([0, 1]) et a appliquer une transformation telle que le résultat suit la loi souhai-
tée. D’autres méthodes plus complexes nécessitent plusieurs réalisations de la loi uniforme,
qui sont combinées de sorte qu’on obtienne une réalisation de la loi souhaitée.

Pour la méthode de simulation dite d’inversion on considére une fonction de répartition F
sur R et on introduit son inverse généralisée définie par

p€[0,1] = F*(p) = inf{x; F(z) > p} € R.

1. Montrer en utilisant que F' est continue a droite que pour tout p € |0, 1[, F(F* (p)) >
p.
2. Montrer que F< (p) < x si et seulement si p < F(x) pour tout p € ]0,1[ et x € R.

3. En déduire que si U est une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1], la variable
aléatoire X = F*(U) a pour fonction de répartition F.

4. Déduire de la question précédente une méthode générale de simulation de variables
aléatoires réelles et 'appliquer au cas d’une variable exponentielle.

5. Soit X une variable aléatoire a valeurs réelles dont la fonction de répartition Fx est
continue sur R. Montrer que pour tout p € |0, 1[, F o F* (p) = p. En déduire la loi de
Fx(X)?

6. Application : Une épreuve sportive d’entrée pour une certaine école d’ingénieur
consiste a mesurer le temps mis pour courir 60 meétres et a transformer ce temps en
une note sur 20. Notons X la variable aléatoire indiquant le temps mis par un étudiant
pour effectuer ces 60 métres. Comment feriez vous (théoriquement) pour construire
une fonction déterministe F telle que F(X) est a valeur dans {0,1,2,...,20} et telle
que P(F(X) = k) = a pour k € [0: 20] et on a > 0 avec 220:0 ap = 1.
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